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Re´sume´. We give a moduli interpretation of the outer automorphism group Out of a finite di-
mensional algebra similar to that of the Picard group of a scheme. We deduce that the connected
component of Out is invariant under derived and stable equivalences. This allows us to transfer
gradings between algebras and gives rise to conjectural homological constructions of interesting
gradings on block of finite groups with abelian defect. We give applications to the lifting of
stable equivalences to derived equivalences. We give a counterpart of the invariance result for
smooth projective varieties : the product Pic0⋊Aut0 is invariant under derived equivalence.
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1. Introduction
Il est classique qu’un automorphisme σ d’une alge`bre de dimension finie A fournit une version
tordue Aσ du bimodule re´gulier et qu’on obtient ainsi une bijection entre automorphismes
exte´rieurs et classes d’isomorphismes de bimodules, libres de rang 1 commes modules a` gauche
et a` droite. Dans ce travail, nous donnons une version ge´ome´trique de ce re´sultat (the´ore`me
3.14). Le groupe des automorphismes exte´rieurs repre´sente le foncteur qui associe a` une varie´te´
S le quotient du groupe des classes d’isomorphisme de (Aen⊗OS)-bimodules qui sont localement
libres de rang 1 comme (A⊗OS)-modules et comme (A
◦⊗OS)-modules par Pic(S×SpecZA).
Le re´sultat classique s’en de´duit par passage aux points ferme´s (i.e., cas ou` S est un point).
Ceci est a` rapprocher de la description de la varie´te´ de Picard d’une varie´te´ projective lisse X
comme repre´sentant le foncteur S 7→ Pic(X × S)/Pic(S).
Nous de´duisons de cette description de Out que la composante connexe Out0 de l’identite´
est invariante par e´quivalence de Morita (the´ore`me 4.2), re´sultat duˆ a` Brauer [Po]. De manie`re
similaire, on de´duit l’invariance de Out0 par e´quivalence de´rive´e (the´ore`me 4.6), re´sultat obtenu
inde´pendamment, et par des me´thodes diffe´rentes, par B. Huisgen-Zimmermann et M. Saorin
[HuiSa]. Nous donnons aussi une version de ce re´sultat pour les ge´ome`tres : pour une varie´te´
projective lisse, le produit Pic0⋊Aut0 est invariant par e´quivalence de cate´gories de´rive´es
(the´ore`me 4.18).
Le cas d’e´quivalences stables entre alge`bres auto-injectives est plus de´licat. La rigidite´ des
modules projectifs est bien connue, celle de facteurs directs projectifs n’est pas nouvelle non
plus. Ces proprie´te´s sont de nature locale et nous avons besoin d’un crite`re qui nous assure
de la pre´sence globale d’un facteur direct projectif, a` partir d’informations ponctuelles. C’est
l’objet de la proposition 4.11. On de´duit alors l’invariance de Out0 par e´quivalence stable de
type de Morita entre alge`bres auto-injectives (the´ore`me 4.15).
Nous en de´duisons la possibilite´ de transporter des graduations par de telles e´quivalences :
en particulier, on s’attend, de cette manie`re, a` obtenir des graduations inte´ressantes pour les
blocs a` de´faut abe´lien des groupes finis (car l’alge`bre de groupe d’un p-groupe fini sur un corps
de caracte´ristique p admet une graduation compatible aux puissances du radical) ou pour les
alge`bres de Hecke aux racines de l’unite´.
Le bloc principal de la cate´gorie O d’une alge`bre de Lie semi-simple complexe peut eˆtre
munie d’une “graduation” extreˆmement inte´ressante — les polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig
s’interpre`tent alors comme les multiplicite´s gradue´es des modules simples apparaissant dans les
modules de Verma. Cette graduation provient de l’e´quivalence avec une cate´gorie de faisceaux
pervers sur la varie´te´ des drapeaux, ou` la graduation provient des structures de poids (struc-
ture de Hodge mixte ou action de l’endomorphisme de Frobenius). La graduation a aussi e´te´
construite alge´briquement par Soergel [Soe] et notre travail est en ce sens une continuation de
celui de Soergel.
Notre travail montre qu’un phe´nome`ne similaire doit se passer pour les blocs a` de´faut abe´lien
de groupes finis, malgre´ l’absence de ge´ome´trie pour l’interpre´ter. L’utilisation de ces gradua-
tions pour prouver la conjecture du de´faut abe´lien de Broue´ se heurte au proble`me de positivite´
des graduations obtenues. Le point clef est le rele`vement d’e´quivalences stables en e´quivalences
de´rive´es. Nous montrons que de tels rele`vements existent pour les alge`bres extension triviale
d’une alge`bre he´re´ditaire (the´ore`me 6.18). Des re´sultats similaires dans le cas ou` le type de
repre´sentation est fini sont duˆs a` Asashiba, qui avait utilise´ des me´thodes de recouvrement
pour relever des e´quivalences stables en e´quivalences de´rive´es [As1].
AUTOMORPHISMES, GRADUATIONS ET CATE´GORIES TRIANGULE´ES 3
Je remercie M. Broue´, D. Huybrechts et J.-P. Serre pour leurs commentaires et leurs sugges-
tions, et A. Yekutieli, pour des discussions qui ont conside´rablement aide´ ma compre´hension
de ce travail.
Les re´sultats de cet article ont e´te´ expose´s en 2000-2002 (Paris, Chicago, Constant¸a, Yale, To-
kyo, Osaka, Oberwolfach, Londres, Grenoble) et annonce´s plus re´cemment dans [Rou3, §3.1.2].
Une version pre´liminaire de cet article a circule´ en 2000-2001.
2. Notations
On prend pour k un corps alge´briquement clos. Par varie´te´, on entend un sche´ma se´pare´
re´duit de type fini sur k. Par groupe alge´brique, on entend un sche´ma en groupe affine lisse de
type fini sur k. Si X est un sche´ma affine et x un point ferme´ de X , on note mx l’ide´al maximal
correspondant de Γ(X).
On e´crira ⊗ pour ⊗k.
Soit A une k-alge`bre. On note A◦ l’alge`bre oppose´e et on pose Aen = A⊗A◦. On note J(A)
le radical de Jacobson de A et on pose J i(A) = J(A)i. On note soci(A) l’annulateur de J i(A)
dans A. On note A-mod la cate´gorie des A-modules a` gauche de type fini et Db(A) sa cate´gorie
de´rive´e borne´e, lorsque A est cohe´rent.
Si A est de dimension finie et M ∈ A-mod, on note PM une enveloppe projective de M . On
note ΩAM le noyau d’une surjection PM → M . On pose Ω
0
AM = M et Ω
i
AM = ΩA(Ω
i−1
A M)
pour i > 0. Si IM est une enveloppe injective de M et M → IM est une injection, on note
Ω−1A M son conoyau. On de´finit par induction Ω
−i
A M = Ω
−1
A (Ω
−i+1
A M) pour i ≥ 1.
Pour une alge`bre gradue´e A, la cate´gorie A-modgr de´signera la cate´gorie des A-modules
gradue´s (de meˆme pour la cate´gorie stable A-stabgr). Pour V un A-module gradue´, on noteW =
V 〈i〉 le A-module gradue´ donne´ par Wj = Vi+j. On note Homgr(V, V
′) =
⊕
iHom(V, V
′〈i〉).
Pour V un k-espace vectoriel, on note V ∗ = Homk(V, k) le dual k-line´aire.
Soit X une varie´te´ sur k. Pour x point de X , on note k(x) le corps re´siduel en x (corps des
fractions de Ox/mx). Pour F un OX-module, on note F(x) = Fx ⊗Ox k(x). On e´crira parfois
“x ∈ X” pour “x est un point ferme´ de X”.
3. Groupes d’automorphismes d’alge`bres de dimension finie
3.1. Structure.
3.1.1. Soit k un corps alge´briquement clos et A une k-alge`bre de dimension finie.
Soit G un groupe alge´brique d’automorphismes de A. Soit ∆A : A→ A⊗OG le morphisme
associe´. Alors, ∆A est un morphisme d’alge`bres (en particulier, g · (ab) = (g ·a)(g ·b) pour g ∈ G
et a, b ∈ A). En outre, on a un diagramme commutatif
A
∆A //
∆A

A⊗OG
idA⊗∆

A⊗OG ∆A⊗idOG
// A⊗OG ⊗OG
ou` ∆ : OG → OG⊗OG est la comultiplication (en particulier, g · (g
′ ·a) = (gg′) ·a pour g, g′ ∈ G
et a ∈ A).
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3.1.2. On a une suite exacte de groupes alge´briques :
1→ 1 + J(A)→ A× → (A/J(A))× → 1
et 1 + J(A) est le radical unipotent de A×. On a une filtration 1 + J(A) ⊃ 1 + J2(A) ⊃ · · ·
dont les quotients successifs sont des groupes unipotents commutatifs Gra.
Soit S une sous-alge`bre semi-simple maximale de A, i.e., l’image d’une section du morphisme
d’alge`bres A→ A/J(A). On a A = S ⊕ JA et A× = (1 + J(A))⋊ S×.
Soit Aut(A) le groupe d’automorphismes de A (vu comme sche´ma en groupe sur k). On note
Int(A) son groupe d’automorphismes inte´rieurs, image de A× par le morphisme de conjugaison
ad : A× → Aut(A), a 7→ (b 7→ aba−1). C’est un sous-groupe ferme´ distingue´ connexe.
On a une suite exacte
1→ (ZA)× → A× → Int(A)→ 1.
Elle fournit une de´composition
Int(A) = ((1 + J(A))/(1 + J(ZA)))⋊
(
S×/((ZA)× ∩ S×)
)
.
Lemme 3.1. Soit H un sous-groupe ferme´ distingue´ d’un groupe alge´brique G et f : G→ G/H
le morphisme quotient. Si H est extension de groupes additifs Ga et de groupes multiplicatifs
Gm, alors, f est localement scinde´ comme morphisme de varie´te´s.
De´monstration. (cf [Se, VII §1.6]) Il suffit de de´montrer le lemme lorsque G/H est connexe.
Soit η le point ge´ne´rique de G/H . Son image inverse dans G est un espace homoge`ne principal
sous H , donc est trivial, i.e., posse`de un point rationnel sur k(η) (car un espace homoge`ne
principal sous un groupe Ga ou Gm est trivial). Un tel point fournit une section rationnelle du
morphisme f . 
Il re´sulte du lemme 3.1 que
Proposition 3.2. Le morphisme canonique de varie´te´s A× → Int(A) est localement scinde´.
3.1.3. Soit Out(A) le groupe quotient Aut(A)/ Int(A). La composante connexe de l’identite´
Aut0(A) de Aut(A) est contenue dans le sous-groupe AutK(A) des e´le´ments qui fixent les
classes d’isomorphisme de modules simples (=qui agissent inte´rieurement sur A/JA). On note
OutK(A) le sous-groupe de Out(A) de´finit de manie`re similaire.
Si A = A1 ×A2, alors Out
0(A) = Out0(A1)×Out
0(A2). Si A est simple, alors Out(A) = 1.
Soit F (A) le sous-groupe ferme´ distingue´ de Aut0(A) forme´ des e´le´ments qui agissent trivia-
lement sur A/J(A).
Puisque le morphisme d’alge`bres A→ A/J(A) est scinde´ et que Aut0(A/J(A)) = Int(A/J(A)),
on de´duit que l’on a une suite exacte scinde´e
1→ F (A)→ Aut0(A)→ Int(A/J(A))→ 1
et Aut0(A) = F (A) · Int(A), i.e., le morphisme canonique F (A)→ Out0(A) est surjectif.
On a
F (A) ∩ Int(A) = ((1 + J(A))/(1 + J(ZA)))⋊
(
(ZS)×/((ZA)× ∩ S×)
)
.
On de´duit du lemme 3.1 que les morphismes canoniques 1 + J(A) → F (A) ∩ Int(A) et
F (A)→ Out0(A) sont localement scinde´s.
En particulier, on a
Proposition 3.3. Le morphisme de varie´te´s Aut(A)→ Out(A) est localement scinde´.
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Proposition 3.4. On a AutK(A) = CAut(A)(S) · Int(A).
De´monstration. Tout d’abord, les e´le´ments de CAut(A)(S) et Int(A) fixent les classes d’isomor-
phisme de A-modules simples.
On prend φ ∈ AutK(A). Alors, φ(S) est conjugue´e a` S [Th, The´ore`me 7.3(c)]. Quitte a`
changer φ par un automorphisme inte´rieur, on peut supposer φ(S) = S. Par hypothe`se, φ induit
alors un automorphisme inte´rieur de S. Donc, quitte a` multiplier par un e´le´ment inversible de
S, on se rame`ne au cas ou` φ agit trivialement sur S. 
Remarque 3.5. Soit G(A) le sous-groupe de F (A) des e´le´ments qui agissent trivialement sur
JA/J2A. Alors, G(A) agit trivialement sur J iA/J i+1A pour tout i, donc G(A) est unipotent
(notons au passage que Aut(A) est contenu dans le sous-groupe parabolique de Endk-mod(A)
×
fixateur du drapeau A ⊃ JA ⊃ J2A ⊃ · · · et que G(A) est l’intersection du radical unipotent
de ce sous-groupe parabolique avec Aut0(A)).
Ainsi, le noyau de l’application canonique
F (A)→ End(A/J(A)⊗(A/J(A))◦(JA/J
2A)×
est unipotent : la partie re´ductive de Out(A) se retrouve dans l’action de F (A) sur l’espace
cotangent.
Notons enfin que End(A/J(A)⊗(A/J(A))◦(JA/J
2A)× ≃
∏
V,W GL(Ext
1
A(V,W )), ou` V,W par-
courent un ensemble de repre´sentants des classes d’isomorphisme de A-modules simples (lemme
5.2). On dispose de repre´sentations de F (A) sur les Ext1A(V,W ) et la somme de ces repre´sentations
a un noyau unipotent. En particulier, si ces Ext1 sont de dimension 0 ou 1, alors F (A) (et donc
Out0(A)) est re´soluble.
Remarque 3.6. Le lecteur inte´resse´ pourra conside´rer la version sche´matique Aut′ du groupe
des automorphismes. Soit A = k[x]/x2. Si k n’est pas de caracte´ristique 2, alors Aut′(A) ≃ Gm
est re´duit. Par contre, lorsque k est de caracte´ristique 2, Aut′(A) est un produit semi-direct
U [1] ⋊Gm ou` U
[1] est le noyau de l’endomorphisme de Frobenius x→ x2 sur Ga. Dans ce cas,
Aut′(A) n’est pas re´duit.
Remarque 3.7. On a une suite de sous-groupes de Aut(A), correspondant aux fixateurs des
J i(A).
Remarque 3.8. Notons que les endomorphismes de k-alge`bres (unitaires) de A pre´servent JA.
En effet, soit S une sous-alge`bre semi-simple maximale de A. Soit σ un endomorphisme de A.
Alors, la composition S → A
σ
−→ A → A/JA est un morphisme d’alge`bres unitaires entre
deux alge`bres semi-simples isomorphes, donc est un isomorphisme. Par conse´quent, le noyau
du morphisme surjectif A
σ
−→ A→ A/JA est JA, donc σ(JA) ⊆ JA.
Les endomorphismes non unitaires deA ne pre´servent pas ne´cessairement JA. La repre´sentation
re´gulie`re de k[x]/(x2) fournit un plongement de k[x]/(x2) dans M2(k). En prolongeant par 0,
on obtient un endomorphisme non unitaire de A = k[x]/(x2)⊕M2(k), injectif sur JA, d’image
ayant une intersection nulle avec JA.
3.2. Familles alge´briques d’automorphismes et bimodules.
3.2.1. Soit S une varie´te´. On note δ : S → S × S le plongement diagonal. Se donner un
morphisme pi de S dans l’espace des endomorphismes de k-espace vectoriel de A revient a` se
donner un morphisme ρ : A → A ⊗ OS de faisceaux de k-espaces vectoriels sur S. Demander
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que le morphisme pi soit a` valeur dans l’espace des endomorphismes d’alge`bre revient a` deman-
der que ρ soit un morphisme d’alge`bres. Demander que f soit a` valeurs dans la varie´te´ des
endomorphismes inversibles revient a` demander que le morphisme
ρ⊗ 1 : A⊗OS
ρ⊗idOS−−−−→ A⊗OS ⊗OS
idA⊗δ
∗
−−−−→ A⊗OS
soit un isomorphisme (i.e., pour tout point ferme´ x de S, le morphisme compose´ A
ρ
−→ A ⊗
OS → A⊗ k(x) = A est un isomorphisme).
Soit DA(S) l’ensemble des morphismes d’alge`bres ρ : A→ A⊗OS tels que ρ⊗ 1 : A⊗OS →
A⊗OS est un isomorphisme.
On munit DA(S) d’une structure de groupe par
ρ ∗ ρ′ : A
ρ′
−→ A⊗OS
ρ⊗1
−−→ A⊗OS.
Soit φ : S ′ → S un morphisme de varie´te´s. On a alors une application canonique
DA(S)→ DA(S
′), ρ 7→ (A
ρ
−→ A⊗OS
idA⊗φ
∗
−−−−→ A⊗OS′).
On obtient ainsi un foncteur DA de la cate´gorie des varie´te´s vers la cate´gorie des groupes : il
est repre´sente´ par Aut(A).
3.2.2. Soit C˜A(S) l’ensemble des couples (M, f) ou` M est un (A
en ⊗ OS)-module, libre de
rang 1 comme (A ⊗ OS)-module et comme (A
◦ ⊗ OS)-module et f est un isomorphisme de
(A⊗OS)-modules de M vers A⊗OS .
On de´finit un produit par (M, f) ∗ (M ′, f ′) = ((M ⊗AM
′)⊗OS⊗OS OS, f
′′) ou` f ′′ = h⊗ idOS
et h est l’isomorphisme de (A⊗OS ⊗OS)-modules
h :M ⊗A M
′ idM ⊗f
′
−−−−→ M ⊗A A⊗OS
can
−−→M ⊗OS
f⊗idOS−−−−→ A⊗OS ⊗OS.
Soit φ : S ′ → S un morphisme de varie´te´s. On alors une application canonique
C˜A(S)→ C˜A(S
′), (M, f) 7→ (φ∗M, f ′)
ou` f ′ : φ∗M
φ∗(f)
−−−→ φ∗(A⊗OS)
can
−−→ A⊗OS′ .
On dit que (M, f) et (M ′, f ′) sont isomorphes si f−1f ′ :M ′ →M est compatible a` l’action de
A◦, i.e., si c’est un isomorphisme de (Aen ⊗OS)-modules. On note CA(S) le groupe des classes
d’isomorphisme d’e´le´ments de C˜A(S).
On a construit un foncteur CA de la cate´gorie des varie´te´s vers la cate´gorie des groupes.
Proposition 3.9. Le foncteur CA est repre´sente´ par Aut(A).
De´monstration. On construit un isomorphisme DA
∼
→ CA.
Soit ρ ∈ DA(S). On de´finit M = A⊗OS comme (A⊗OS)-module et l’action de a ∈ A
◦ est
donne´e par multiplication a` droite par ρ(a). On prend pour f l’identite´. Alors, (M, f) ∈ CA(S)
et on a construit un morphisme de foncteurs DA → CA.
On construit l’inverse comme suit. Soit (M, f) ∈ CA(S). On a un isomorphisme canonique
(multiplication a` droite)
A⊗OS
∼
→ EndA⊗OS(A⊗OS).
Via f , il induit un isomorphisme
α : A⊗OS
∼
→ EndA⊗OS(M).
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Finalement, on obtient un morphisme d’alge`bres
ρ : A→ EndA⊗OS(M)
α−1
−→ A⊗OS
ou` la premie`re fle`che est donne´e par l’action a` droite de A sur M . Alors, ρ ∈ DA(S). 
3.2.3. Soit ε : k → A ⊗ A∗ → A ⊗ OA → A ⊗ OA× ou` la premie`re fle`che est le morphisme
canonique, la seconde fle`che est l’inclusion des fonctions line´aires sur A dans l’espace des fonc-
tions polynomiales et la troisie`me fle`che provient de l’inclusion de A× dans A. Alors, le mor-
phisme A → A ⊗ OA× associe´ par la correspondance de §3.2.1 au morphisme de conjugaison
A× → Aut(A) est donne´ par a 7→ ε(1)aε(1)−1.
Soit (M, f) ∈ CA(S). Alors, le morphisme associe´ pi : S → Aut(A) se factorise par A
× si et
seulement si M ≃ A ⊗ OS. Via un tel isomorphisme, f est la multiplication a` gauche par un
e´le´ment ζ ∈ Γ(A⊗OS)
×. Le morphisme ρ associe´ est a 7→ ζaζ−1.
Plus ge´ne´ralement, le morphisme S → Aut(A) associe´ a` (M, f) ∈ CA(S) est a` valeur dans
Int(A) si et seulement si M est localement isomorphe a` A⊗OS (cf proposition 3.2).
Le morphisme de´duit S → Out(A) ne de´pend que de M , et pas de f .
3.3. Familles d’automorphismes exte´rieurs.
3.3.1. Commenc¸ons par rappeler l’interpre´tation classique des automorphismes exte´rieurs en
terme de bimodules (cas ponctuel).
Un Aen-module M est inversible s’il existe un Aen-module N tel que M ⊗A N ≃ N ⊗A
M ≃ A comme Aen-module. Soit Pic(A) le groupe des classes d’isomorphisme de Aen-modules
inversibles.
Soit f ∈ Aut(A). Soit Af le A
en-module e´gal a` A comme A-module, ou` l’action de A◦
se fait par multiplication a` droite pre´ce´de´e de f : c’est la construction de la preuve de la
proposition 3.9 pour S = Spec k. Alors, Af est inversible et on obtient un morphisme de groupes
Aut(A)→ Pic(A) qui se factorise en une injection Out(A)→ Pic(A). Elle identifie Out(A) aux
classes de modules M qui sont libres de rang 1 comme A-module et comme A◦-module. Le
sous-groupe OutK(A) s’identifie au noyau du morphisme canonique Pic(A)→ Aut(K0(A)), ou`
K0(A) est le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des A-modules de type fini. En particulier,
OutK(A) est un sous-groupe d’indice fini de Pic(A).
3.3.2. Soit S une varie´te´. On munit la cate´gorie des (Aen ⊗ OS)-modules d’une structure
mono¨ıdale donne´e par M ⊠N =M ⊗A⊗OS N . On pose M
∨ = HomA⊗OS(M,A⊗OS).
On note PicA(S) le groupe des classes d’isomorphisme de (A
en⊗OS)-modules inversibles. On
note PicfA(S) le groupe des classes d’isomorphisme de (A
enOS)-modules M qui sont localement
libres de rang 1 comme (A⊗ OS)-module et comme (A
◦ ⊗ OS)-module. C’est un sous-groupe
de PicA(S).
Soit M ∈ PicA(S) et soit x un point ferme´ de S. Alors, M(x) est un A
en-module inversible
et M(x)⊗A− induit un automorphisme de K0(A) (provenant d’une permutation de l’ensemble
des classes de modules simples). Si cet automorphisme est trivial, alors M(x) est libre de rang
1 comme A-module et comme A◦-module. En particulier, si les automorphismes de K0(A) sont
triviaux pour tout x, alors M ∈ PicfA(S).
On dispose d’un morphisme canonique
PicA(S)→ PicA/JA(S), M 7→ A/JA⊗A M ⊗A A/JA
se restreignant en PicfA(S)→ Pic
f
A/JA(S). On note BA(S) le noyau de ce morphisme.
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Soient A1, A2 deux k-alge`bres de dimension finie. On dispose d’un isomorphisme canonique
BA1(S)× BA2(S)
∼
→ BA1×A2(S), (M1,M2) 7→ M1 ⊕M2.
Soit φ : S ′ → S un morphisme de varie´te´s. On dispose d’un morphisme canonique φ∗ :
PicA(S)→ PicA(S
′) se restreignant en BA(S)→ BA(S
′).
3.3.3. Soit M ∈ PicfA(S). Il existe un recouvrement ouvert F de S tel que M|U est libre de
rang 1 comme (A ⊗ OU)-module et comme (A
◦ ⊗ OU)-module, pour tout U ∈ F . Fixons un
isomorphisme de (A⊗OU)-modules fU :M|U
∼
→ A⊗OU , pour tout U ∈ F .
On dispose alors (cf §3.2.2), pour U ∈ F , d’un morphisme U → Aut(A), donc par composi-
tion, d’un morphisme U → Out(A). Puisque ces morphismes sont inde´pendants du choix des
fU (cf §3.2.3), ils se recollent. On obtient ainsi un morphisme S → Out(A). On a ainsi construit
un morphisme de groupes PicfA(S)→ Hom(S,Out(A)).
Lemme 3.10. Il existe M ∈ PicfA(Out(A)) induisant l’identite´ de Out(A).
De´monstration. Soit S = Out0(A). D’apre`s §3.1.3, il existe un recouvrement ouvert F de S
et des morphismes ψU : U → F (A) relevant l’immersion ouverte U → Out
0(A) pour U ∈ F .
Quitte a` raffiner F , on peut supposer que (ψU )|U∩V × (ψV )
−1
|U∩V : U ∩ V → F (A) ∩ Int(A)
se factorise par αU,V : U ∩ V → (1 + J(A)) ⋊ T , ou` T est un sous-tore de (ZS)
× tel que
(ZS)× = T ×
(
(ZA)× ∩ S×)
)
(cf §3.1.3). Soit ρU : A→ A⊗OU le morphisme de faisceaux sur
U associe´ a` φU (cf §3.2.1).
Soit NU = A⊗OU comme (A⊗OU )-module, muni de l’action de A
◦ donne´e par multiplication
pre´ce´de´e de ρU . On a un isomorphisme de (A
en⊗OU∩V )-modules φU,V : (NU)|U∩V
∼
→ (NV )|U∩V
donne´ par multiplication a` droite par l’e´le´ment βU,V de A⊗OU∩V de´fini par αU,V .
Soit
cU,V,W = (βU,W )
−1
|U∩V ∩W (βV,W )|U∩V ∩W (βU,V )|U∩V ∩W .
On a cU,V,W ∈ 1 + J(ZA)⊗OU∩V ∩W . Soit ζ la classe correspondante dans Hˇ
2(S, 1 + J(ZA)⊗
OS) ⊂ H
2(S, 1 + J(ZA) ⊗ OS). On a H
2(S, 1 + (JZA)i/(JZA)i+1 ⊗ OS) = 0 puisque 1 +
(JZA)i/(JZA)i+1⊗OS est un faisceau cohe´rent et Out
0(A) est affine. Par conse´quent, H2(S, 1+
J(ZA)⊗OS) = 0, donc ζ = 0. On en de´duit qu’il existe un choix des αU,V tel que cU,V,W = 0 et
les NU se recollent en un (A
en⊗OS)-module N . Puisque A/JA⊗ANU ⊗AA/JA ≃ A/JA⊗OU
et φU,V induit l’identite´ A/JA ⊗A (NU)|U∩V ⊗A A/JA
∼
→ A/JA ⊗A (NV )|U∩V ⊗A A/JA, on
de´duit que A/JA ⊗A N ⊗A A/JA ≃ A/JA ⊗ OS. Par conse´quent, N ∈ BA(S). On a montre´
que N induit l’injection canonique Out0(A)→ Out(A).
Soit S un ensemble de repre´sentants des classes a` droite Out(A)/Out0(A) (vus comme points
ferme´s de Out(A)). On a Out(A) =
∐
g∈S Out
0(A)g. Soit g ∈ S et g˜ ∈ Aut(A) relevant
g. On conside`re la multiplication a` droite g−1 : Out0(A)g → Out0(A). Alors, g−1∗(N) ⊗A
Ag˜ ∈ Pic
f
A(Out
0(A)g) induit l’injection canonique Out0(A)g → Out(A). Par conse´quent, M =⊕
g∈S(g
−1∗M)⊗A Ag ∈ Pic
f
A(Out(A)) induit l’identite´ de Out(A). 
Soit M ∈ PicfA(S) tel qu’il existe un recouvrement ouvert F de U avec des isomorphismes
de (Aen ⊗OU)-modules φU : A⊗OU
∼
→M|U , pour U ∈ F . Pour U, V ∈ F , soit
cU,V = (φU)
−1
|U∩V ◦ (φV )|U∩V ∈ EndAen⊗OU∩V (A⊗OU∩V ) = (ZA⊗OU∩V )
×.
Les cU,V de´finissent une classe de cohomologie de Cˇech dans Hˇ
1(S, (ZA⊗OS)
×) = H1(S, (ZA⊗
OS)
×).
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Re´ciproquement, un 1-cocycle de Cˇech a` valeurs dans (ZA ⊗ OS)
× de´finit un recollement
des A ⊗ OU en un (A
en ⊗ OS)-module dans Pic
f
A(S) et on obtient un morphisme canonique
H1(S, (ZA⊗OS)
×)→ PicfA(S), inverse a` droite du pre´ce´dent.
Proposition 3.11. On a un diagramme commutatif de suites horizontales et verticales exactes
et dont les suites horizontales et la suite verticale gauche sont scinde´es
1

1

1

1 // H1(S, 1 + JZA⊗OS) //

BA(S) //

Hom(S,OutK(A)) //

ss
1
1 // H1(S, (ZA⊗OS)
×) //

PicfA(S)
//

Hom(S,Out(A)) //

ss
1
1 // H1(S, (ZA/JZA⊗OS)
×) //

EE
PicfA/JA(S)

// Hom(S,Out(A/JA))

//
rr
1
1 1 1
De´monstration. L’exactitude de
1→ H1(S, (ZA⊗OS)
×)→ PicfA(S)→ Hom(S,Out(A))
re´sulte de l’e´tude ci-dessus et de §3.2.3.
Soit M ∈ PicfA(Out(A)) fourni par le lemme 3.10. Soit pi : S → Out(A). Alors, pi
∗M ∈
PicfA(S) et on de´finit ainsi un morphisme de groupes Hom(S,Out(A)) → Pic
f
A(S), scission du
morphisme canonique. Ce morphisme se restreint en Hom(S,OutK(A))→ BA(S).
La suite exacte
1→ 1 + JZA⊗OS → (ZA⊗OS)
× → (ZA/J(ZA)⊗OS)
× → 1
est scinde´e :
(ZA⊗OS)
× = (1 + JZA⊗OS)×
(
((ZA)× ∩ S×0 )×O
×
S
)
ou` S0 est une sous-alge`bre semi-simple maximale de A. On en de´duit que la suite verticale
gauche est exacte et scinde´e. 
Remarque 3.12. Le sous-groupe BA(S)/H
1(S, 1+J(ZA)⊗OS) de PicA(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
consiste en les e´le´ments qui induisent un automorphisme trivial de K0(A) en tout point ferme´.
Remarque 3.13. On a H1(S, (ZA ⊗ OS)
×) = Pic(S × SpecZA). Si L est un fibre´ inversible
sur S × SpecZA, alors on lui associe M = L ⊗ZA A ∈ Pic
f
A(S).
3.3.4. Soit S une varie´te´. Soit Pic
f
A(S) le quotient du groupe des classes d’isomorphisme de
(Aen⊗OS)-bimodules qui sont localement libres de rang 1 comme (A⊗OS)-modules et comme
(A◦ ⊗ OS)-modules par le sous groupe des bimodules de la forme L ⊗ZA A, ou` L est un fibre´
inversible sur S × SpecZA. La proposition 3.11 de´crit ce foncteur :
The´ore`me 3.14. Le foncteur Pic
f
A est repre´sente´ par Out(A).
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Supposons maintenant que S est un groupe alge´brique. Soit M ∈ PicfA(S). Alors, M induit
un morphisme de groupes alge´briques S → Out(A) si et seulement si m∗M ≃ M ⊗A M , ou`
m : S × S → S est la multiplication.
4. Invariance du groupe des automorphismes exte´rieurs
Soient A et B deux k-alge`bres de dimension finie.
4.1. Equivalences de Morita. Soient L un (A⊗B◦)-module et L′ un (B ⊗A◦)-module tels
que
L⊗B L
′ ≃ A comme Ben-modules
L′ ⊗A L ≃ B comme B
en-modules.
Soit S une varie´te´. Les foncteurs L′⊗A−⊗A L et L⊗B −⊗B L
′ induisent des isomorphismes
inverses ΨL : PicA(S)
∼
→ PicB(S) et ΨL′ : PicB(S)
∼
→ PicA(S).
Lemme 4.1. Les isomorphismes ΨL et ΨL′ se restreignent en des isomorphismes inverses
H1(S, 1 + J(ZA)⊗OS)
∼ // H1(S, 1 + J(ZB)⊗OS)
∼
oo .
Ils induisent en des isomorphismes inverses
BA(S)/H
1(S, 1 + J(ZA)⊗OS)
∼ // BB(S)/H
1(S, 1 + J(ZB)⊗OS)∼
oo .
De´monstration. SoitM ∈ PicA(S) localement isomorphe a` A⊗OS . Alors, ΨL(M) est localement
isomorphe a` B ⊗OS, donc ΨL et ΨL′ se restreignent en des isomorphismes inverses
H1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ // H1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .
Pour la deuxie`me partie du lemme, il suffit de noter que si M(x) induit un automorphisme
trivial de K0(A), alors ΨL(M)(x) induit un automorphisme trivial de K0(B) (cf remarque
3.12). 
Le re´sultat suivant (pour les groupes re´duits) est du a` Brauer [Po, Corollaire 2.2].
The´ore`me 4.2. Une e´quivalence A-mod
∼
→ B-mod induit un isomorphisme de groupes alge´briques
OutK(A)
∼
→ OutK(B), donc par restriction un isomorphisme Out0(A)
∼
→ Out0(B).
De´monstration. Le lemme 4.1 et la proposition 3.11 fournissent l’isomorphisme OutK(A)
∼
→
OutK(B). 
Remarque 4.3. Soit A = k ×M2(k) et B = k × k. Alors, Aut(A) = GL2(k), Out(A) = 1,
Aut(B) = Z/2 et Out(B) = Z/2. On voit dans ce cas que Aut0(A) 6≃ Aut0(B) et que Out(A) 6≃
Out(B).
Le the´ore`me montre que l’action par conjugaison de Pic(A) sur Out0(A) est alge´brique.
Ceci permet de munir Pic(A) d’une structure de groupe alge´brique (la structure de varie´te´ est
donne´e par l’union disjointe de copies de Out0(A) parame´tre´es par Pic(A)/Out0(A)). Alors,
l’isomorphisme du the´ore`me 4.2 s’e´tend en un isomorphisme de groupes alge´briques entre Pic(A)
et Pic(B).
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4.2. Equivalences de´rive´es.
4.2.1.
Lemme 4.4. Soit C un complexe parfait de OS-modules et x ∈ S tel que H
i(C ⊗LOS k(x)) = 0
pour i 6= 0. Alors, il existe un voisinage ouvert Ω de x tel que H i(C|Ω) = 0 pour i 6= 0.
De´monstration. Soit f :M → N un morphisme entre OS-modules libres de type fini.
Si f ⊗OS k(x) est surjectif, alors f est surjectif dans un voisinage ouvert de x. Par dualite´,
on en de´duit que si f ⊗OS k(x) est injectif, alors f est une injection scinde´e dans un voisinage
ouvert de x.
Cela de´montre le lemme lorsque C est un complexe borne´ de OS-modules libres de type fini.
On en de´duit alors le lemme lorsque C est parfait, puisque qu’il existe un voisinage ouvert U de
x tel que C|U est quasi-isomorphe a` un complexe borne´ de OU -modules libres de type fini. 
4.2.2. Soient L ∈ Db(A⊗ B◦) et L′ ∈ Db(B ⊗ A◦) tels que
L⊗LB L
′ ≃ A dans Db(Aen)
L′ ⊗LA L ≃ B dans D
b(Ben).
Soit S une varie´te´. Soit DPicA(S) le groupe des classes d’isomorphisme d’objets inversibles
de Db(Aen ⊗ OS) (l’inversibilite´ est de´finie comme en §3.3.2). Les foncteurs L
′ ⊗LA − ⊗
L
A L et
L ⊗LB − ⊗
L
B L
′ induisent des isomorphismes inverses ΨL : DPicA(S)
∼
→ DPicB(S) et ΨL′ :
DPicB(S)
∼
→ DPicA(S).
Soit Pic0A(S) le sous-groupe de Pic
f
A(S) des e´le´ments induisant un morphisme S → Out
0(A).
Lemme 4.5. Les isomorphismes ΨL et ΨL′ induisent des isomorphismes inverses
DPicA(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ // DPicB(S)/H
1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .
Ils se restreignent en des isomorphismes inverses
Pic0A(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ //
Pic0B(S)/H
1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .
De´monstration. La premie`re assertion est toute aussi imme´diate que dans le lemme 4.1.
Soit S = Out0(A) et M ∈ BA(S) correspondant a` l’injection Out
0(A) → Out(A). Soit
N = ΨL(M). On a N(1) ≃ B. Il re´sulte du lemme 4.4 qu’il existe un voisinage ouvert U de 1
dans S tel que N|U n’a de l’homologie qu’en degre´ 0 et quitte a` re´tre´cir U , on peut supposer
que H0(N)|U est libre de rang 1 comme (B ⊗OU)-module et comme (B
◦ ⊗OU)-module.
On a N(g)⊗LBN(h) ≃ N(gh) pour g, h ∈ S. Si N(g) et N(h) n’ont de l’homologie qu’en degre´
0 et que celle-ci est libre de rang 1 comme B-module et comme B◦-module, alors N(gh) n’a de
l’homologie qu’en degre´ 0 et celle-ci est libre de rang 1 comme B-module et comme B◦-module.
Par conse´quent, puisque U engendre le groupe alge´brique connexe Out0(A), cette proprie´te´ est
vraie pour tout g ∈ S : N n’a de l’homologie qu’en degre´ 0 et H0(N) est localement libre de rang
1 comme (B ⊗OS)-module et comme (B
◦ ⊗OS)-module. Par conse´quent, ΨL(M) ∈ Pic
f
B(S).
Tout e´le´ment de Pic0A(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×) est de la forme φ∗M , ou` φ : S → Out0(A) est
un morphisme. On a ΨLφ
∗M ≃ φ∗ΨL(M) ∈ Pic
0
B(S) d’apre`s ce qui pre´ce`de. On de´duit donc
que ΨL et ΨL′ induisent des isomorphismes inverses
Pic0A(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ //
Pic0B(S)/H
1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .

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Le re´sultat suivant a e´te´ obtenu inde´pendemment, et par des me´thodes diffe´rentes, par
B. Huisgen-Zimmermann et M. Saor`ın [HuiSa]. Ce re´sultat avait e´te´ e´tabli pour des e´quivalences
de´rive´es particulie`res auparavant [GuSa].
The´ore`me 4.6. Une e´quivalenceDb(A)
∼
→ Db(B) induit un isomorphisme de groupes alge´briques
Out0(A)
∼
→ Out0(B).
De´monstration. La the´orie de Rickard [Ri] fournit des complexes L et L′ comme plus haut. Le
the´ore`me re´sulte alors du lemme 4.5 et du the´ore`me 3.14. 
4.2.3. Soit DPic(A) le groupe des classes d’isomorphisme d’objets inversibles de Db(Aen) (ce
groupe a e´te´ introduit dans [RouZi, Ye1]). Comme l’explique Yekutieli [Ye2], le the´ore`me
pre´ce´dent montre que Out0(A) est un sous-groupe distingue´ de DPic(A) et que l’action de
DPic(A) par conjugaison sur Out0(A) produit des automorphismes de groupe alge´brique. Ceci
fournit une structure de groupe localement alge´brique (=sche´ma en groupes se´pare´ localement
de type fini sur k) sur l’union disjointe de copies de Out0(A) parame´tre´es par le quotient
DPic(A)/Out0(A).
On a finalement une famille de groupes (localement) alge´briques, de composante identite´
Out0(A) :
Out0(A)


//
distingue´
33Out
K(A)


//
distingue´
''
Out(A) 

// Pic(A) 

// DPic(A)
4.3. Equivalences stables a` la Morita. Soit S une varie´te´.
4.3.1. Rigidite´ des modules projectifs. Soit A une k-alge`bre de dimension finie.
Lemme 4.7. Soit M un (A ⊗ OS)-module, localement libre de type fini comme OS-module.
Soit x un point ferme´ de S tel que P = M(x) est un A-module projectif. Alors, il existe un
voisinage ouvert Ω de x tel que M|Ω est isomorphe a` P ⊗OΩ.
De´monstration. On peut supposer S = SpecR, une varie´te´ affine. Conside´rons le morphisme
canonique f : M → P = M/mxM ≃ M ⊗R R/mx. Le morphisme canonique P ⊗ R →
P ⊗ R/mx = P se factorise par f en g : P ⊗ R → M . Comme fg est surjectif, il existe un
voisinage ouvert Ω de x tel que g|Ω est surjectif. Puisque le rang deM sur R est la dimension de
M ⊗R R/mx, c’est aussi le rang de P ⊗R sur R. Par conse´quent, g|Ω est un isomorphisme. 
4.3.2. Rigidite´ des facteurs projectifs. Soit M un (A ⊗ OS)-module de type fini. On note ρM
l’application canonique
ρM : HomA⊗OS(M,A⊗OS)→ HomA⊗OS(M,A/J(A)⊗OS).
On pose M¯ =M/
⋂
f∈im ρM
ker f . C’est un (A/JA⊗OS)-module.
Si P est un A-module projectif et M = P ⊗ OS, alors ρM est surjectif et M¯ = hd(P )⊗ OS
(pour un A-module V , on note hd(V ) le plus grand quotient semi-simple de V ).
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4.3.3. Cas ponctuel. Nous rappelons comment trouver un facteur direct projectif maximal
lorsque S = Spec k.
Le quotient M¯ deM est le plus grand tel que l’application canoniqueM → M¯ est projective :
Lemme 4.8. Supposons S = Spec k et soit M un (A ⊗ OS)-module de type fini. Alors, M a
un facteur direct projectif non nul si et seulement si ρM est non nulle.
Soit P → M¯ une enveloppe projective de M¯ . Alors, l’application canonique M → M¯ se
factorise en un morphisme surjectif M → P dont le noyau n’a pas de facteur direct projectif
non nul.
De´monstration. Soit f ∈ HomA(M,A) tel que im f 6⊆ JA. Alors, il existe un A-module simple
S et un morphisme de A-modules A → S tel que le compose´ M → A → S est non nul. Ce
compose´ se factorise par une enveloppe projective PS → S de S en un morphisme M → PS,
qui est surjectif (lemme de Nakayama). Par conse´quent, PS est facteur direct de M .
Re´ciproquement, si M est projectif, alors M¯ = hd(M) et ρM est non nul. La deuxie`me partie
du lemme est claire. 
4.3.4. Rigidite´ locale. Pour le reste de §4.3, nous supposerons A auto-injective (i.e., A est un
A-module injectif).
Le re´sultat suivant est classique (cf [DoFl, Corollaire 16] et [Da, The´ore`me 3.16]).
Lemme 4.9. Soit M un (A⊗OS)-module, localement libre de type fini comme OS-module. Soit
x un point ferme´ de S et soit P un A-module projectif facteur direct de M(x). Alors, il existe
un voisinage ouvert Ω de x tel que P ⊗OΩ est facteur direct de M|Ω.
De´monstration. On peut supposer S = SpecR, une varie´te´ affine. Puisque A est auto-injective,
P ∗ est un A-module a` droite projectif. On a Ext1A⊗R(M,P ⊗mx) ≃ Ext
1
R(P
∗⊗AM,mx) (cf par
exemple [Rou1, §2.2.2]). Puisque P ∗⊗AM est un R-module projectif, on a donc Ext
1
A⊗R(M,P⊗
mx) = 0. Par conse´quent, un morphisme surjectif M → P = P ⊗R/mx se rele`ve en morphisme
M → P ⊗OS. Ce morphisme est alors surjectif (et donc scinde´) dans un voisinage ouvert Ω de
x. 
Remarque 4.10. Le re´sultat n’est pas vrai pour des alge`bres non auto-injectives, meˆme lorsque
S = SpecR avec R locale.
Prenons pour A l’alge`bre des matrices triangulaires supe´rieures 2 × 2 sur k, R = k[t](t) et
M = {
(
a
bt
)
| a, b ∈ R}. Alors, M est un (A ⊗ R)-module inde´composable non projectif et
R-libre, maisM⊗R k est somme directe des deux A-modules simples, l’un d’eux e´tant projectif.
Plus ge´ne´ralement, soit A une k-alge`bre de dimension finie qui n’est pas auto-injective et
soit P un A-module projectif inde´composable non injectif. Soit f : P → I une enveloppe
injective et N = coker f . Soit ζ ∈ Ext1A(N,P ) de´termine´ par l’extension. Soit ξ = tζ ∈
Ext1A⊗R(N ⊗R,P ⊗R) et M le (A⊗R)-module extension de N ⊗R par P ⊗R de´termine´ par
cette classe. Alors, le facteur direct projectif P de M ⊗R k ne se remonte pas en un facteur
direct projectif de M .
4.3.5. Cas ge´ne´ral. Sous certaines hypothe`ses, on peut “recoller” les facteurs directs projectifs.
Proposition 4.11. Soit S une varie´te´ affine. Soit M un (A⊗OS)-module, localement libre de
type fini comme OS-module et soit P un A-module projectif. Supposons
(i) pour tout point ferme´ x, le A-module P est facteur direct de M(x)
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(ii) pour tout point ge´ne´rique η d’une composante irre´ductible de S, le A ⊗ Oη-module Mη
n’a pas de facteur direct projectif contenant strictement P ⊗Oη.
Alors, il existe un (A⊗ OS)-module projectif Q facteur direct de M tel que Q(x) ≃ P pour
tout point ferme´ x.
De´monstration. Soit x un point ferme´ de S. D’apre`s le lemme 4.9, il existe un (A⊗Ox)-module
M ′ tel que Mx ≃ M
′ ⊕ P ⊗Ox. Si η est un point ge´ne´rique dont l’adhe´rence contient x, alors
le morphisme ρM ′η est nul puisque M
′
η n’a pas de facteur direct projectif (lemme 4.8). On en
de´duit que ρM ′ est nul, puisque Ox est re´duit. Par conse´quent, (M¯)x ≃ (Mx) ≃ hd(P )⊗Ox.
Le (A⊗OS)-module M¯ est donc un OS-module projectif. Puisqu’il est A-semi-simple, il est
somme directe de modules S⊗FS, ou` S de´crit les classes d’isomorphisme de A-modules simples
et FS est un OS-module projectif. Fixons alors un morphisme surjectif h : Q =
⊕
S PS ⊗FS →
M¯ . Ce morphisme se factorise par la surjection canonique M → M¯ en g : Q → M . Le
morphisme HomOS(g,OS) est surjectif, car il l’est en tout point ferme´. Puisque HomOS(Q,OS)
est un (A⊗OS)-module projectif, le morphisme HomOS(g,OS) est donc une surjection scinde´e
et finalement g est une injection scinde´e. 
Remarque 4.12. L’hypothe`se aux points ge´ne´riques n’est pas superflue.
Soit S = U ∪ V un recouvrement ouvert de S avec U, V 6= S et M ′,M ′′ des (A ⊗ OS)-
modules inde´composables, OS-projectifs mais non (A⊗OS)-projectifs, tels que M
′
|U ≃ P ⊗OU
et M ′′|V ≃ P ⊗ OV pour un A-module projectif P . Alors, M = M
′ ⊕M ′′ ne posse`de pas de
facteur direct projectif, bien que P soit facteur direct de M(x) pour tout point ferme´ x.
Le lemme suivant montre qu’il n’est pas ne´cessaire de travailler avec un sche´ma re´duit.
Lemme 4.13. Soit R une k-alge`bre commutative, I un ide´al nilpotent de R et M un (A⊗R)-
module de type fini, projectif comme R-module. Alors, tout facteur direct projectif de M⊗RR/I
se rele`ve en un facteur direct projectif de M .
De´monstration. Un (A ⊗ R/I)-module projectif inde´composable de type fini est de la forme
P ⊗ L ou` P est un A-module projectif inde´composable et L un R/I-module projectif de
type fini. Puisque tout idempotent se rele`ve a` travers le morphisme canonique EndR(R
n) →
EndR/I((R/I)
n), alors, il existe un R-module projectif de type fini L′ tel que L′ ⊗R R/I ≃ L.
Par conse´quent, un (A ⊗ R/I)-module projectif de type fini se rele`ve en un (A ⊗ R)-module
projectif de type fini.
Soit donc N un (A ⊗ R)-module projectif et f : M → N ⊗R R/I un morphisme surjectif.
On a Ext1A⊗R(M,N ⊗R I) ≃ Ext
1
R(HomR(N,R) ⊗A⊗R M, I) = 0 et on de´duit comme dans la
preuve du lemme 4.9 que f se rele`ve en un morphisme surjectif M → N . 
4.3.6. Invariance stable. Supposons A et B auto-injectives. Soient L un (A ⊗ B◦)-module de
type fini et L′ un (B⊗A◦)-module de type fini induisant des e´quivalences stables inverses entre
A et B, i.e., tels que
L⊗B L
′ ≃ A⊕ projectif comme Aen-modules
L′ ⊗A L ≃ B ⊕ projectif comme B
en-modules.
Soit S une varie´te´. Soit (Aen ⊗ OS)-stab le quotient additif de la cate´gorie des (A
en ⊗ OS)-
modules de type fini par la sous-cate´gorie additive des modules localement projectifs.
Soit StPicS(A) le groupe des classes d’isomorphisme des objets inversibles de (A
en⊗OS)-stab.
Les foncteurs L′ ⊗A − ⊗A L et L ⊗B − ⊗B L
′ induisent des isomorphismes inverses ΨL :
StPicA(S)
∼
→ StPicB(S) et ΨL′ : StPicB(S)
∼
→ StPicA(S).
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Supposons A et B sans modules simples projectifs. Alors, le morphisme canonique PicA(S)→
StPicA(S) est injectif (on le de´duit imme´diatement du cas ponctuel).
Lemme 4.14. Supposons A et B sans modules simples projectifs. Les isomorphismes ΨL et
ΨL′ induisent des isomorphismes inverses
StPicA(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ // StPicB(S)/H
1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .
Ils se restreignent en des isomorphismes inverses
Pic0A(S)/H
1(S, (ZA⊗OS)
×)
∼ //
Pic0B(S)/H
1(S, (ZB ⊗OS)
×)
∼
oo .
De´monstration. La premie`re assertion est toute aussi imme´diate que dans le lemme 4.1.
Soit S = Out0(A) et M ∈ BA(S) correspondant a` l’injection Out
0(A) → Out(A). Soit
N = ΨL(M). On a N(1) ≃ B ⊕ P , ou` P est un B
en-module projectif de type fini.
Soit H l’ensemble des points ferme´s g de S tels qu’il existe un Ben-module R libre de rang 1
comme B-module et comme B◦-module avec N(g) ≃ R⊕ P .
D’apre`s le lemme 4.9, il existe un voisinage ouvert Ω de l’identite´ de S et un (Ben ⊗ OΩ)-
module T tels que N|Ω ≃ T ⊕ P ⊗ OΩ. En particulier, P est facteur direct de N(g) pour tout
g ∈ Ω.
Puisque T (1) = B est libre de rang 1 comme B-module et comme B◦-module, il existe un
voisinage ouvert U de l’identite´ dans Ω tel que T|U est libre de rang 1 comme (B⊗OU )-module
et comme (B◦⊗OU )-module (lemme 4.9). Alors, l’ensemble des points ferme´s de U est contenu
dans H .
Au point ge´ne´rique η de OS , le module Tη ne contient pas de facteur direct projectif non nul,
car l’alge`bre B ⊗Oη ne contient pas de facteur direct simple.
Soient g, h ∈ S. Alors, N(g)⊗BN(h) ≃ N(gh)⊕projectif. Prenons g, h ∈ H et de´composons
N(g) ≃ R1⊕P et N(h) ≃ R2⊕P . Alors, N(gh) ≃ R1⊗BR2⊕Q ou` Q est projectif. Puisque R1
et R2 sont libres de rang 1 comme B-modules et comme B
◦-modules, on en de´duit que R1⊗BR2
est aussi libre de rang 1 comme B-module et comme B◦-module. Dans un voisinage ouvert V
de gh, on a N ≃ R⊕Q⊗OV ou` R est localement libre de rang 1 comme (B ⊗OV )-module et
comme (B◦ ⊗OV )-module. Alors, Q⊗Oη ≃ P ⊗Oη, donc Q ≃ P . Par conse´quent, gh ∈ H .
Ainsi, H est un sous-groupe de S. Puisqu’il contient les points ferme´s d’un ouvert de S, c’est
S tout entier, car S est connexe.
La proposition 4.11 montre l’existence d’un (Ben⊗OS)-moduleW et d’un (B
en⊗OS)-module
projectif Z tels que N ≃W ⊕Z et Z(g) ≃ P pour tout g ∈ S. En outre, W est localement libre
de rang 1 comme (B ⊗ OS)-module et comme (B
◦ ⊗ OS)-module. Par conse´quent, ΨL(M) ≃
S ∈ PicfB(S). On conclut maintenant comme dans le lemme 4.5. 
The´ore`me 4.15. Une e´quivalence stable a` la Morita entre A et B induit un isomorphisme de
groupes alge´briques Out0(A)
∼
→ Out0(B).
De´monstration. Il suffit de traiter le cas ou` A et B n’ont pas de modules simples projectifs. Le
the´ore`me re´sulte alors du lemme 4.14 et du the´ore`me 3.14. 
Remarque 4.16. Soit R une k-alge`bre locale noethe´rienne commutative et V un (B ⊗ R)-
module, libre de type fini sur R, tel que V ⊗R k n’a pas de facteur direct projectif. Alors, il
existe un (A⊗R)-module W , libre de type fini sur R, tel que L⊗B V ≃W ⊕ P ⊗R, ou` P est
un A-module projectif et W ⊗R k n’a pas de facteur direct projectif (lemme 4.9). En d’autres
termes, si V ′ est un B-module de type fini et L⊗B V
′ ≃W ′⊕ projectif, alors une de´formation
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de V ′ s’envoie sur une de´formation de W ′. En particulier, V ′ est rigide si et seulement si W ′
est rigide.
4.4. Equivalences de´rive´es de varie´te´s projectives lisses.
4.4.1. Soit X une varie´te´ projective lisse sur k. On note p1 et p2 les premie`res et deuxie`mes
projections X ×X → X .
Soit S un sche´ma se´pare´ de type fini sur k. On note P˜X(S) le groupe des classes d’iso-
morphisme de OX×X×S-modules M cohe´rents localement libres sur S tels que p1∗(M(s)) et
p2∗(M(s)) sont des fibre´s en droite nume´riquement nuls sur X , pour tout s ∈ S. Soit PX(S) le
quotient de P˜X(S) par Pic(S).
Soit L ∈ Pic0(X × S) et σ : S → Aut(X). On note ∆σ : X × S → X ×X × S le plongement
du graphe relatif de σ, i.e., ∆σ(x, s) = (x, σ(s)(x), s). Alors, ∆σ∗L ∈ P˜X(S) et on obtient ainsi
un morphisme canonique
Pic0(X × S)⋊Hom(S,Aut(X))→ P˜X(S).
Proposition 4.17. On a un isomorphisme canonique de groupes
Pic0(X/S)⋊ Hom(S,Aut(X))
∼
→ PX(S).
En d’autres termes, le foncteur PX(?) est repre´sente´ par Pic
0(X)⋊ Aut(X).
De´monstration. Soit p13 : X × X × S → X × S la projection sur les premie`res et troisie`mes
composantes. Soit M ∈ P˜X(S) tel que p13∗M ≃ OX ⊗ OS. Alors, il existe un unique σ : S →
Aut(X) tel que M ≃ O∆σ(X×S). La proposition en de´coule. 
4.4.2. Soit Y une varie´te´ projective lisse sur k et L ∈ Db(X × Y ). On pose ΦL = Rp1∗(L⊗
L
p∗2(−)) : D
b(Y ) → Db(X) ou` p1 : X × Y → X et p2 : X × Y → Y sont les premie`res et
deuxie`mes projections. Pour L′ ∈ Db(Y ×X), on pose L⊠Y L
′ = p13∗(p
∗
12L⊗
L p∗23L
′).
Le re´sultat suivant est pre´sente´ dans [Huy, Proposition 9.45] et annonce´ dans [Rou2, §3.2.1].
The´ore`me 4.18. Une e´quivalenceDb(Y )
∼
→ Db(X) induit un isomorphisme de groupes alge´briques
Pic0(Y )⋊Aut0(Y )
∼
→ Pic0(X)⋊ Aut0(X).
De´monstration. Il existe L ∈ Db(X × Y ) tel que l’e´quivalence est isomorphe a` ΦL [Or1]. Soit
L′ = RHom(L,OX×Y ) ∈ D
b(Y × X). Alors, L ⊠Y L
′ ≃ O∆(X), ou` ∆(X) est la diagonale
dans X ×X . Soit S = Pic0(Y )⋊ Aut0(Y ) et soit N ∈ PY (S) correspondant a` l’identite´ via la
proposition 4.17. Soit N = L⊠Y M ⊠Y L
′ ∈ Db(X ×X × S). Alors, la fibre a` l’identite´ de N
est isomorphe a` O∆(X). Par conse´quent, il existe un voisinage ouvert Ω de l’identite´ dans S tel
que N|Ω a ses faisceaux de cohomologie nuls en dehors du degre´ 0. Quitte a` re´tre´cir Ω, on a
N|Ω ∈ PX(Ω) et on conclut comme dans la preuve du lemme 4.5, via la proposition 4.17. 
Remarque 4.19. Dans le cas ou` X et Y sont des varie´te´s abe´liennes, on retrouve un re´sultat
d’Orlov [Or2] : une e´quivalence Db(Y ) ≃ Db(X) induit un isomorphisme Y × Yˆ
∼
→ X × Xˆ .
Remarque 4.20. Le lecteur inte´resse´ pourra formuler une ge´ne´ralisation des the´ore`mes 4.6 et
4.18 au cas d’une OX -alge`bre finie, ou` X est une varie´te´ projective lisse.
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5. Alge`bres gradue´es
5.1. Ge´ne´ralite´s.
5.1.1. Dictionnaire. Soit A une k-alge`bre de dimension finie. Une graduation sur A correspond
a` la donne´e d’une action alge´brique de Gm sur A, i.e., a` un morphisme de groupe alge´briques
pi : Gm → Aut(A). Pour A =
⊕
i∈ZAi, alors x ∈ k
∗ agit sur Ai par multiplication par x
i.
Cela correspond a` son tour a` la donne´e d’un morphisme d’alge`bres ρ : A → A[t, t−1]. On a
ρ(a) = ati pour a ∈ Ai. Ce morphisme ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
– (inversibilite´) Le morphisme ρ⊗ 1 : A[t, t−1]→ A[t, t−1] est un isomorphisme, c’est-a`-dire,
la composition ρx : A
ρ
−→ A[t, t−1]→ A[t, t−1]/(t− x) = A est un isomorphisme pour tout
x ∈ k× ;
– (multiplicativite´) Le diagramme suivant est commutatif
A
ρ
//
ρ

A⊗ k[t, t−1]
1⊗µ

A⊗ k[t, t−1]
ρ⊗1
// A⊗ k[t, t−1]⊗ k[t, t−1]
ou` µ : k[t, t−1]→ k[t, t−1]⊗ k[t, t−1], t 7→ t⊗ t est la comultiplication.
On obtient alors un (A⊗A◦)[t, t−1]-module X a` partir d’une graduation. On a X = A[t, t−1]
comme A[t, t−1]-module et A agit a` droite par multiplication pre´ce´de´e de ρ : pour x ∈ X et
a ∈ Ai, alors x · a = t
ixa.
5.1.2. Rele`vement d’actions de tores. Soit A une k-alge`bre de dimension finie et G un tore sur
k agissant sur A.
La proposition suivante est classique.
Proposition 5.1. Soit M un A-module de type fini tel que Ag ⊗A M ≃ M pour tout g ∈ G.
Alors, M s’e´tend en un (A ⋊ G)-module. Si M est inde´composable, alors cette extension est
unique a` multiplication par un caracte`re de G pre`s et a` isomorphisme pre`s.
De´monstration. Soit A′ l’image de A dans Endk(M). Soit G˜ le sous-groupe de G× Endk(M)
×
forme´ des paires d’e´le´ments qui ont la meˆme action sur A′ (i.e., les (g, f) tels que ρ(g(a)) =
fρ(a)f−1 pour tout a ∈ A, ou` ρ : A→ Endk(M) est le morphisme structurel).
Une extension de M en un (A ⋊ G)-module correspond en la donne´e d’une scission de la
premie`re projection G˜→ G (qui est surjective par hypothe`se) : l’action de G est alors donne´e
en composant avec la seconde projection G˜→ Endk(M)
×.
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On a un diagramme commutatif dont les lignes et colonnes sont exactes
1

1

1 // U // EndA(M)
× //

L //

1
1 // U // G˜ //

Gˆ //

1
G

G

1 1
ou` U = 1 + J(EndA(M)) est le radical unipotent de EndA(M)
× et L un produit de groupes
line´aires.
L’extension de G par L est scinde´e, car G est un tore. Fixons une scission. L’extension
correspondante du tore G par le groupe unipotent U est scinde´e. Par conse´quent, l’extension
de G par EndA(M)
× est scinde´e, donc M s’e´tend en un (A⋊G)-module.
Passons a` l’unicite´. Pour M inde´composable, on a L ≃ Gm. La scission de l’extension de G
par U est unique a` conjugaison par U pre`s, donc la scission de l’extension de G par EndA(M)
×
est unique a` multiplication par un morphisme de G dans k× · 1M pre`s et a` conjugaison par U
pre`s. 
Notons au passage que siM est un (A⋊G)-module inde´composable, alorsM reste inde´composable
comme A-module.
5.2. Puissances cycliques de l’espace cotangent.
5.2.1. Soit A une k-alge`bre de dimension finie. Soit T = (JA/J2A)∗ l’espace tangent. C’est
un (A/JA,A/JA)-bimodule.
Soit S un ensemble de repre´sentants des classes d’isomorphisme de A-modules simples. On
a un isomorphisme canonique de (A/JA,A/JA)-bimodules
f0 : A/JA
∼
→
⊕
V ∈S
Homk(V, V )
a 7→
∑
V
(v ∈ V 7→ av).
Soit W un A-module simple. Le morphisme canonique
HomA(JA,W )
∼
→ HomA(T
∗,W )
est un isomorphisme. La suite exacte 0→ JA→ A→ A/JA→ 0 fournit un isomorphisme de
A-modules
HomA(JA,W )
∼
→ Ext1A(A/JA,W ).
On a un isomorphisme de A-modules induit par f0
Ext1A(A/JA,W )
∼
→
⊕
V ∈S
Ext1A(V,W )⊗ V.
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Enfin, on a un isomorphisme canonique de Aen-modules
T ∗
∼
→
⊕
W∈S
Homk(HomA(T
∗,W ),W ).
Il ne nous reste plus qu’a` composer tous ces isomorphismes et a` dualiser :
Lemme 5.2. On a un isomorphisme canonique de Aen-modules
T
∼
→
⊕
V,W∈S
Homk(V,W )⊗ Ext
1
A(W,V ).
5.2.2. On note T⊙
n
A = T ⊗A · · ·⊗A T⊗A le produit tensoriel cyclique n-e`me de T au-dessus de
A. L’action naturelle de Aut(A) sur T fournit une action diagonale sur T⊙
n
A.
Le lemme suivant est imme´diat.
Lemme 5.3. L’action de Aut(A) sur T⊙
n
A se factorise en une action de Out(A).
L’isomorphisme canonique du lemme 5.2 fournit :
Proposition 5.4. On a un isomorphisme canonique
T⊙
n
A
∼
→
⊕
V1,...,Vn∈S
Ext1A(V1, V2)⊗ · · · ⊗ Ext
1
A(Vn−1, Vn)⊗ Ext
1
A(Vn, V1).
5.3. Changement de graduation.
Lemme 5.5. Tout morphisme Gm → Out(A) se rele`ve en un morphisme Gm → Aut(A).
De´monstration. L’image d’un tore maximal T de Aut0(A) par le morphisme canonique φ :
Aut0(A)→ Out0(A) est un tore maximal de Out0(A). Puisque le noyau Int(A) de φ est connexe,
la restriction a` T de φ est scinde´e. Le lemme de´coule maintenant du fait que tout morphisme
Gm → Out(A) est conjugue´ a` un morphisme d’image contenue dans φ(T ). 
De meˆme, on a
Lemme 5.6. Tout morphisme Gm → Int(A) se rele`ve en un morphisme Gm → A
×.
Proposition 5.7. Deux morphismes pi, pi′ : Gm → Aut(A) sont conjugue´s si et seulement si
les alge`bres gradue´es (A, pi) et (A, pi′) sont isomorphes.
De´monstration. Soit α ∈ Aut(A) tel que pi′ = αpiα−1. Alors, l’automorphisme α de A induit
un isomorphisme de (A, pi) vers (A, pi′).
Re´ciproquement, soit α ∈ Aut(A) induisant un isomorphisme de (A, pi) vers (A, pi′). Alors,
pi′ = αpiα−1. 
Proposition 5.8. Supposons que l’alge`bre A est basique. Soient pi, pi′ : Gm → Aut(A). Les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) pi et pi′ induisent des morphismes conjugue´s Gm → Out(A)
(ii) il existe une famille d’entiers {di(V )} ou` V de´crit les A-modules simples et 1 ≤ i ≤ dimV
tels que l’alge`bre gradue´e (A, pi′) est isomorphe a` Endgr(A,pi)(
⊕
V,i PV 〈di(V )〉).
De´monstration. Soit S une sous-alge`bre semi-simple maximale de A, S ′ une sous-alge`bre de
Cartan de S (un produit maximal de corps dont chacune des unite´s est un idempotent primitif
de S) et T ′ = S ′× (c’est un tore maximal de S×). Alors, T ′ est un tore maximal de A×. Soit
T ′′ son image dans Int(A). Soit T un tore maximal de Aut(A) contenant T ′′.
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Quitte a` conjuguer pi et pi′ par des e´le´ments de Aut(A), ce qui ne change pas la classe
d’isomorphisme des alge`bres gradue´es (proposition 5.7), on peut supposer que pi et pi′ sont a`
valeur dans T . Supposons que pi et pi′ deviennent conjugue´s dans Out(A). On peut supposer,
quitte a` conjuguer pi, que pi et pi′ co¨ıncident dans Out(A) et alors, pi′pi−1 est un cocaracte`re ψ
de T ′′, que l’on peut relever en φ : Gm → T
′.
On a S =
∏
V eV S ou` V de´crit l’ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules simples
et eV est l’idempotent primitif du centre de S qui n’agit pas par 0 sur V . De´composons eV en
sommes d’idempotents primitifs de S ′, eV,1, . . . , eV,nV deux a` deux orthogonaux, eV =
∑⊥
i
eV,i.
Il existe des entiers di(V ) tels que φ(α) =
∑
V,i α
di(V )eV,i pour tout α ∈ k
×.
Conside´rons maintenant le cocaracte`re ψ : Gm → Int(A), α 7→ (a 7→ φ(α)aφ(α)
−1). Alors,
Gm agit (via ψ) avec le poids di(V )− dj(W ) sur eV,iAeW,j.
Par conse´quent, l’alge`bre gradue´e (A,ψpi) est e´gale a` l’alge`bre gradue´e
⊕
V,W,i,j eV,iAeW,j〈dj(W )−
di(V )〉
∼
→ Endgr(A,pi)(
⊕
V,iAeV,i〈di(V )〉). La re´ciproque est claire. 
Ainsi, la donne´e d’un morphisme non trivial Gm → Out(A) de´termine une graduation “a`
e´quivalence de Morita pre`s” :
Corollaire 5.9. Supposons A basique. Deux graduations sur A donnent lieu a` des alge`bres
gradue´es Morita-e´quivalentes si et seulement si les cocaracte`res correspondant de Out(A) sont
conjugue´s.
Remarque 5.10. Lorsque l’alge`bre A n’est pas basique, les re´sultats pre´ce´dents restent vrais
en remplac¸ant la conjugaison par Out(A) par la conjugaison par Pic(A).
Notons que l’ensemble des classes de “Morita-e´quivalence” de graduations n’est pas invariant
par e´quivalence de´rive´e. Soit A une k-alge`bre de dimension finie munie d’une graduation qui
n’est pas Morita-e´quivalente a` la graduation triviale. Soit A′ une alge`bre de´rive´e-e´quivalente a`
A, mais non Morita-e´quivalente. On munit A′ d’une graduation compatible a` l’e´quivalence. On
peut munir A×A′ de deux graduations non Morita-e´quivalentes : la premie`re est la graduation
non triviale sur A et la graduation triviale sur A′, la seconde est la graduation triviale sur A et
la graduation non triviale sur A′.
L’alge`bre A × A′ est de´rive´e-e´quivalente a` A × A et les deux graduations pre´ce´dentes sont
compatibles respectivement avec les deux graduations suivantes sur A× A : la premie`re est la
graduation non triviale sur le premier facteur A et la graduation triviale sur le second facteur
A, la seconde est la graduation triviale sur le premier facteur A et la graduation non triviale
sur le second facteur A. Ces deux graduations sur A× A sont Morita-e´quivalentes.
5.4. Graduations et positivite´.
5.4.1. Soit A une k-alge`bre finie gradue´e. Le lemme suivant est imme´diat (on reprend les
notations de §5.1.1)
Lemme 5.11. Les assertions suivantes sont e´quivalentes
– la graduation est en degre´s positifs ;
– le morphisme pi s’e´tend en un morphisme de varie´te´s A1 → End(A) (ou` Gm est vu comme
l’ouvert A1 − {0}) ;
– le morphisme ρ provient d’un morphisme d’alge`bres A→ A[t].
Remarque 5.12. Lorsque A est basique (i.e., les A-modules simples sont de dimension 1),
alors A/JA est un produit de corps, donc est en degre´ 0. Notons que si A n’est pas basique, il
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se peut que A/JA ne soit pas en degre´ 0. En changeant la graduation sans changer le morphisme
Gm → Out(A), on peut se ramener au cas ou` A/JA est en degre´ 0.
Lorsque A est semi-simple et en degre´s positifs, alors A = A0.
Lemme 5.13. L’alge`bre A est en degre´s positifs si et seulement si A/J2A est en degre´s positifs.
De´monstration. Supposons A/J2A en degre´s positifs. Soit S une sous-alge`bre de A0 qui s’envoie
bijectivement sur A/JA. Une famille d’e´le´ments de JA qui engendre JA/J2A comme k-espace
vectoriel engendre A comme S-alge`bre, d’ou` le re´sultat. 
5.4.2.
Proposition 5.14. Soit p¯i : Gm → Out(A). Les assertions suivantes sont e´quivalentes
(i) il existe un rele`vement de p¯i en un morphismeGm → Aut(A) qui s’e´tend en un morphisme
A1 → End(A) ;
(ii) pour tout entier positif n, le groupeGm agit (via p¯i) avec des poids positifs sur (JA/J
2A)⊙
n
A ;
(iii) pour toute graduation associe´e a` un morphisme pi : Gm → Aut(A) relevant p¯i, pour toute
suite Sn = S0, S1, . . . , Sn−1 de A-modules simples de degre´ 0 et pour tous d0, . . . , dn−1 ∈ Z
tels que Ext1(Si, Si+1〈−di〉) 6= 0, alors
∑
i di ≥ 0 ;
(iv) le morphisme Gm → Out(A/J
2A) de´duit de p¯i par le morphisme canonique se rele`ve en
un morphisme Gm → Aut(A/J
2A) qui s’e´tend en un morphisme A1 → End(A/J2A).
De´monstration. L’e´quivalence entre (ii) et (iii) re´sulte de la proposition 5.4. Notons que (i)
implique bien suˆr (ii) et (iv).
Soit f : Out(A)→ Out(A/J2A) le morphisme canonique. Le morphisme canonique Int(A)→
Int(A/J2A) est surjectif et sa restriction a` un tore maximal est un isomorphisme, donc tout
rele`vement de fp¯i en un morphisme Gm → Aut(A/J
2A) provient d’un morphisme pi : Gm →
Aut(A) relevant p¯i. Les lemmes 5.11 et 5.13 montrent alors que (iv)=⇒(i).
Supposons (iii). Choisissons un rele`vement de p¯i en un morphisme pi : Gm → Aut(A) tel que
A/JA est en degre´ 0.
Soient S et T deux A-modules simples de degre´ 0. Soit f(S, T ) le plus petit entier d tel qu’il
existe des A-modules simples S1, . . . , Sn de degre´ 0 et des entiers d0, . . . , dn ve´rifiant
Ext1(S, S1〈−d0〉) 6= 0,Ext
1(S1, S2〈−d1〉) 6= 0, . . . ,
Ext1(Sn−1, Sn〈−dn−1〉) 6= 0,Ext
1(Sn, T 〈−dn〉) 6= 0
et
∑
di = d.
On a f(S, T )+f(T, U) ≥ f(S, U) et f(S, T )+f(T, S) ≥ 0 pour tous S, T et U simples de degre´
0. Par conse´quent, il existe une application d de l’ensemble des classes d’isomorphisme de A-
modules simples de degre´ 0 vers les entiers telle que la fonction f ′(S, T ) = f(S, T )+d(S)−d(T )
ne prend que des valeurs positives (cf lemme 5.15 ci-dessous). En remplac¸ant A par l’alge`bre
gradue´e Endgr(A,pi)(
⊕
S P
dimS
S 〈d(S)〉), on a Ext
1(S, T 〈d〉) = 0 pour d > 0 pour tous modules
simples S et T de degre´ 0. Puisque on a un isomorphisme de (A,A)-bimodules gradue´s (lemme
5.2)
JA/J2A ≃
⊕
S,T,d
(T ⊗ S∗)dimExt
1(S,T 〈d〉)〈d〉,
on en de´duit que JA/J2A est en degre´s positifs, donc A aussi, par le lemme 5.13. On a donc
de´montre´ (iii)=⇒(i). 
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Lemme 5.15. Soit E un ensemble fini et f : E×E → Z telle que f(x, y)+f(y, z) ≥ f(x, z) et
f(x, y) + f(y, x) ≥ 0 pour tous x, y, z ∈ E. Alors, il existe d : E → Z telle que f ′ : E ×E → Z
donne´e par f ′(x, y) = f(x, y) + d(x)− d(y) ne prend que des valeurs positives.
De´monstration. On prouve le lemme par re´currence sur la valeur absolue de la somme des
valeurs ne´gatives de f . Soit E− l’ensemble des x ∈ E tels qu’il existe y ∈ E avec f(x, y) < 0.
Supposons E− 6= ∅. Soit c : E → Z donne´e par c(x) = 1 si x ∈ E− et c(x) = 0 sinon. On
conside`re la fonction g donne´e par g(x, y) = f(x, y) + c(x) − c(y). Si x ∈ E−, alors g(x, y) =
f(x, y) ou g(x, y) = f(x, y) + 1. Soient x 6∈ E− et y ∈ E tels que f(x, y) = 0. Alors, tout z, on
a f(x, z) ≤ f(y, z). Par conse´quent, y 6∈ E−. On en de´duit que g(x, y) = f(x, y). On a montre´
que la somme des valeurs absolues des valeurs ne´gatives de g est strictement infe´rieure a` la
somme correspondante pour f . Puisque g ve´rifie encore les hypothe`ses du lemme, on conclut
par re´currence. 
Remarque 5.16. Dans la proposition, on peut bien suˆr supposer que n est au plus le nombre
de A-modules simples.
Remarque 5.17. La positivite´ de l’homologie cyclique ou de l’homologie de Hochschild de A
ne suffit pas pour avoir une graduation positive.
5.5. Dualite´.
5.5.1. Soit A une alge`bre de Frobenius, i.e., on se donne ν un automorphisme de A et A∗
∼
→ Aν
un isomorphisme de (A,A)-bimodules. On suppose A gradue´e et inde´composable. On notera
n = nA = sup{i|Ai 6= 0} − inf{i|Ai 6= 0}.
Proposition 5.18. On a des isomorphismes de (A,A)-bimodules gradue´s A∗ ≃ Aν〈n〉. Plus
ge´ne´ralement, (sociA)∗ ≃ (A/J iA)⊗A Aν〈n〉 pour tout i ≥ 0.
De´monstration. La premie`re assertion re´sulte imme´diatement du lemme 5.1, puisque Aν et A
∗
sont inde´composables et isomorphes comme (A,A)-bimodules non gradue´s.
L’isomorphisme canonique (sociA)∗
∼
→ (A∗/J iA∗), permet de de´duire la deuxie`me assertion.

Un isomorphisme f : Aν〈n〉
∼
→ A∗ provient d’une forme line´aire t : A〈n〉 → k : on a
f = tˆ : Aν〈n〉
∼
→ A∗, a 7→ (a′ 7→ t(a′a)).
Rappelons que l’alge`bre A (munie de f ou, de manie`re e´quivalente, de t) est syme´trique si
ν = id.
Fixons une telle forme. Pour tout A-module gradue´ V , on dispose alors d’isomorphismes de
A◦-modules gradue´s (le premier est une adjonction, le second fournit par f) :
V ∗
∼
→ HomgrA(V,A
∗)
∼
→ HomgrA(V,Aν)〈n〉.
Soit X un A-module gradue´ et P un A-module projectif inde´composable gradue´. On a un
accouplement parfait
Hom(P,X)⊗k Hom(X,Pν〈n〉)→ k.
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5.5.2. Supposons maintenant A non-ne´cessairement de Frobenius, mais auto-injective. Soit A′
une alge`bre basique Morita-e´quivalente a` A : c’est encore une alge`bre auto-injective, donc elle
est de Frobenius.
On dispose d’un automorphisme ν de l’ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules
simples (=ensemble des classes d’isomorphisme de A′-modules simples), l’automorphisme de
Nakayama, et d’un accouplement parfait
Hom(PV , X)⊗k Hom(X,Pν(V )〈n〉)→ k
pour tout A-module simple V .
5.6. Matrices de Cartan. On suppose ici A auto-injective et inde´composable. Soit S l’en-
semble des classes d’isomorphisme de A-modules simples de degre´ 0 et r son cardinal. La matrice
de Cartan gradue´e C de A est la (S × S)-matrice sur Z[q, q−1] dont le coefficient C(V,W ) est
C(V,W ) =
∑
i
qi dimHom(PV , PW 〈i〉).
On notera x 7→ x¯ l’automorphisme de Z[q, q−1] qui e´change q et q−1.
Proposition 5.19. On a C(V,W ) = qnC(W, ν(V )).
Si A<0 = 0, alors
detC = c+ a1q + . . .+ anr−1q
nr−1 + ε(ν)cqnr
ou` a1, . . . , anr−1 sont des entiers, c est le de´terminant de la matrice de Cartan de A0 et ε(ν)
est le signe de la permutation ν de S.
De´monstration. La premie`re e´galite´ re´sulte de l’isomorphisme du §5.5.2 :
Hom(PV , PW 〈i〉)
∗ ≃ Hom(PW , Pν(V )〈n− i〉).
Lorsque A<0 = 0, la matrice de Cartan est a` coefficients dans Z[q] et il est clair que sa partie
constante est la matrice de Cartan de A0. Le degre´ de detC est au plus nr et le coefficient de
qnr dans detC est le terme constant de qnr det C¯ = ε(ν) detC. 
5.7. Degre´ 0. Lorsque A/JA est concentre´e en degre´ 0 (c’est le cas si A est basique car alors
A/J(A) est un produit de copies de k), alors les A0-modules simples sont les restrictions des
A-modules simples et A<0 ⊕ A>0 ⊆ J(A).
On prend dans le reste de cette partie §5.7 pour A une alge`bre gradue´e telle que A<0 = 0.
On a alors A0
∼
→ A/A>0.
On a un foncteur exact pleinement fide`le de A/A>0 ⊗A0 − : A0-mod→ A-modgr d’image la
sous-cate´gorie de Serre des A-modules gradue´s concentre´s en degre´ 0. C’est un foncteur exact,
d’inverse a` gauche le foncteur exact “poids 0”. Le foncteur HomA(A/A>0,−) est adjoint a` droite
de A/A>0 ⊗A0 − et est aussi un inverse a` gauche.
En de´rivant, on obtient
Proposition 5.20. Le foncteur A/A>0 ⊗
L
A0
− : D(A0-Mod) → D(A-Modgr) est pleinement
fide`le.
De´monstration. En effet, le foncteur RHom•A-Modgr(A/A>0,−) est adjoint a` droite. C’est aussi
un inverse a` gauche car ExtiA(A/A>0,M) = 0 pour i > 0 et M un A-module tel que M0 = M .
On en de´duit que A/A>0 ⊗
L
A0
− est pleinement fide`le. 
Proposition 5.21. On a l’e´quivalence des assertions suivantes :
(i) L’alge`bre A0 est de dimension globale finie.
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(ii) Le A-module A0 engendre D
b(A-modgr) comme sous-cate´gorie e´paisse close par de´calage
〈−〉.
(iii) Pour tous V,W dans Db(A-modgr), on a HomA(V,W [i]) = 0 pour i >> 0.
Si en outre A est auto-injective, ces assertions sont e´quivalentes a`
(iv) Pour V et W dans A-stabgr, on a ExtiA(V,W ) = 0 pour i >> 0.
Plus pre´cise´ment, la dimension globale de A0 est le plus petit entier d tel que pour tous A-
modules V et W , on a ExtiA(V,W ) = 0 pour i ≥ (d + 1)(1 + b − a), ou` a (resp. b) est le plus
petit (resp. grand) entier tel que Va 6= 0 (resp. Wb 6= 0).
De´monstration. L’e´quivalence de (iii) et (iv) est claire.
(i) est e´quivalent a` la proprie´te´ que les A0-modules simples sont quasi-isomorphes a` des
complexes borne´s de A0-module projectifs. Par conse´quent, (i) implique (ii).
Supposons maintenant (ii). Soit V un A0-module. Alors, V est extension ite´re´e de complexes
P [i]〈j〉 ou` P est un A0-module projectif. Apre`s application du foncteur “poids 0”, on obtient
V comme extension ite´re´e de complexes P [i]. Puisque ExtiA(A0, A0) = Ext
i
A0
(A0, A0) = 0 pour
i 6= 0, on en de´duit que V est quasi-isomorphe a` un complexe borne´ de A0-modules projectifs.
On a ainsi montre´ (i).
Supposons ExtiA(V,W ) = 0 pour i ≥ n et pour tous A0-modules simples V et W . Alors, A0
est de dimension globale infe´rieure a` n, puisque ExtiA0(V,W ) = Ext
i
A(V,W ). En particulier,
(iii) implique (i).
Supposons A0 de dimension globale d. Nous allons montrer que pour tout A0-module V , le
module Ωd+1A V est engendre´ en degre´s ≥ 1.
Le A-module V est quasi-isomorphe a` un complexe borne´ C de A0-modules projectifs avec
C i = 0 pour i < −d et i > 0. Chaque A-module C i admet une re´solution projective dont
tous les termes, sauf le premier, sont engendre´s en degre´s ≥ 1. On en de´duit que V a une
re´solution projective ou` tous les termes sont engendre´s en degre´s ≥ 1, sauf les d + 1 premiers.
Par conse´quent, Ωd+1A V est engendre´ en degre´s ≥ 1.
On en de´duit que si S et T sont deux A0-modules simples, alors Ext
i
A(S, T 〈n〉) = 0 pour
i ≥ (d+ 1)(1 − n). On obtient alors que (i) implique (iii) et on de´duit aussi la dernie`re partie
de la proposition. 
6. Equivalence stables gradue´es
6.1. Invariances.
6.1.1. Graduation. Soit A une k-alge`bre auto-injective gradue´e. Soit B une k-alge`bre auto-
injective.
The´ore`me 6.1. Soient L un (A,B)-bimodule et L′ un (B,A)-bimodule induisant des e´quivalences
stables (non gradue´es) inverses entre A et B (cf §4.3.6).
Alors, il existe une graduation sur B et des structures de bimodules gradue´s sur L et L′. En
particulier, L et L′ induisent des e´quivalences inverses entre les cate´gories B-stabgr et A-stabgr.
De´monstration. Il suffit de traiter le cas ou` L et L′ sont inde´composables, quitte a` remplacer
A et B par des blocs.
Soit σ : Gm → Aut(A) induisant la graduation sur A. Soit τ un morphisme Gm → Aut(B)
dont l’image dans Hom(Gm,Out
0(B)) correspond a` celle de σ dans Hom(Gm,Out
0(A)) via
l’isomorphisme Out0(A)
∼
→ Out0(B) induit par L (the´ore`me 4.15). Cela munit B d’une structure
gradue´e.
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Pour x ∈ k×, on a (Aσ(x)) ⊗A L ⊗B Bτ(x) ≃ L. Par conse´quent, le (A ⊗ B
◦)-module L est
graduable (proposition 5.1). Ainsi, on a obtenu une structure d’alge`bre gradue´e sur B et une
structure gradue´e sur le (A,B)-bimodule L. On proce`de de meˆme pour L′. 
Remarque 6.2. Rappelons la construction en terme de bimodules. Soit X = A[t, t−1], vu
comme Aen[t, t−1]-module par multiplication de A[t, t−1] a` gauche et ou` l’action de a ∈ Ai a`
droite est la multiplication par tia. Soit Y = L′ ⊗A X ⊗A L. C’est un B
en[t, t−1]-module. La
preuve du lemme 4.14 montre l’existence de Ben[t, t−1]-modules Z et P tels que Z est localement
libre de rang 1 comme B[t, t−1]-module et comme B◦[t, t−1]-module et P est localement projectif
comme Ben[t, t−1]-module, avec Y = P⊕Z. Alors, Z est isomorphe au Ben[t, t−1]-module associe´
a` τ .
On de´montre de la meˆme manie`re, en utilisant le the´ore`me 4.6, le re´sultat suivant :
The´ore`me 6.3. Soient A et B deux k-alge`bres de dimension finie. On suppose A munie d’une
graduation. Soient L ∈ Db(A ⊗ B◦) et L′ ∈ Db(B ⊗ A◦) induisant des e´quivalences de´rive´es
(non gradue´es) inverses entre A et B (cf §4.2.2).
Alors, il existe une graduation sur B et des structures de complexes de bimodules gradue´s
sur L et L′. En particulier, L et L′ induisent des e´quivalences inverses entre les cate´gories
Db(B-modgr) et Db(A-modgr).
6.1.2. Longueur. Soient A et B deux k-alge`bres auto-injectives gradue´es inde´composables et
non simples. Soit L ∈ (A⊗ B◦)-modgr induisant une e´quivalence stable.
Les longueurs des graduations (cf §5.5) des deux alge`bres co¨ıncident :
Lemme 6.4. On a nA = nB.
De´monstration. Les bimodules gradue´s HomgrA(L,A) et HomgrB(L,B) sont isomorphes dans
(B ⊗ A◦)-stabgr (unicite´ a` isomorphisme pre`s d’un adjoint de L ⊗B −). Ces derniers sont
respectivement isomorphes a` L∗〈−nA〉 et L
∗〈−nB〉 (lemme 5.18). 
Lemme 6.5. On a detCA ∈ ±q
Z · detCB.
De´monstration. Cela re´sulte de la commutativite´ du diagramme de groupes de Grothendieck
(en fait de Z[q, q−1]-modules)
K0(A-projgr)
CA //

K0(A-modgr)

// cokerCA
∼

// 0
K0(B-projgr)
CB
// K0(B-modgr) // cokerCB // 0
ou` les fle`ches verticales sont induites par L⊗A −. 
6.1.3. Nombre de modules simples. Nous en arrivons maintenant au point crucial de cette e´tude
nume´rique, qui montre la pertinence de la prise en compte des graduations.
Si A0 est de dimension globale finie, alors B0 est aussi de dimension globale finie (proposition
5.21).
La proposition suivante fournit une re´ponse positive a` la conjecture d’Alperin-Auslander dans
le cadre d’alge`bres positivement gradue´es.
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Proposition 6.6. Soient A et B deux k-alge`bres auto-injectives gradue´es inde´composables. On
suppose qu’il existe une e´quivalence stable entre ces alge`bres induite par un bimodule gradue´.
Si A0 est de dimension globale finie et si A et B sont concentre´es en degre´s positifs, alors A
et B ont le meˆme nombre de modules simples.
De´monstration. On sait que nA = nB d’apre`s le lemme 6.4. Puisque A0 et B0 sont de dimension
globale finie, leurs matrices de Cartan sont inversibles sur Z.
D’apre`s le lemme 6.5 et en utilisant la description du de´terminant de la matrice de Cartan
gradue´e donne´e par la proposition 5.19, on obtient rAnA = rBnB. Enfin, nB 6= 0, car B 6= B0
puisque B0 est de dimension globale finie (une alge`bre syme´trique de dimension globale finie
est semi-simple). 
Remarque 6.7. Le proble`me de la positivite´ d’une alge`bre stablement e´quivalente a` une alge`bre
positivement gradue´e est de´licat. Il existe une graduation sur l’alge`bre F¯2A4 et une e´quivalence
stable (et meˆme de´rive´e) avec le bloc principal A de F¯2A5 telles qu’il n’existe pas de graduation
positive sur A compatible avec l’e´quivalence.
Etant donne´e une alge`bre auto-injective A gradue´e en degre´s positifs, dans quels cas peut-on
reconstruire A a` partir de A0 ? Il serait aussi inte´ressant d’e´tudier le cas ou` l’alge`bre diffe´rentielle
gradue´e REnd•A(A/A>0, A/A>0) est formelle.
6.1.4. Rele`vements d’e´quivalences stables.
De´finition 6.8. Soit A une k-alge`bre syme´trique inde´composable. On dit que A admet des
rele`vements d’e´quivalences stables si toute e´quivalence stable de type de Morita entre A et une
alge`bre syme´trique inde´composable B se rele`ve en une e´quivalence de´rive´e.
Remarque 6.9. Notons qu’on peut aussi demander la proprie´te´ plus faible suivante : si B est
une k-alge`bre syme´trique et s’il existe une e´quivalence stable de type de Morita entre A et B,
alors il existe une e´quivalence de´rive´e entre A et B.
Notons enfin que la ge´ne´ralisation directe au cas de corps non alge´briquement clos n’est pas
raisonnable : deux extensions galoisiennes non-isomorphes du corps sont stablement e´quivalentes
mais non de´rive´-e´quivalentes.
6.2. Alge`bres de groupes et graduations.
6.2.1. Blocs locaux.
. Soit k un corps de caracte´ristique p.
Soit P un p-groupe abe´lien. L’alge`bre kP est isomorphe a` l’alge`bre gradue´e associe´e a` la
filtration par le radical de kP :
⊕
i J
ikP/J i+1kP .
On obtient un isomorphisme en choisissant des ge´ne´rateurs σ1, . . . , σn de P d’ordres d1, . . . , dn
tels que P =
∏
i〈σi〉. Alors,
kP
∼
→ k[x1, . . . , xr]/(x
di
i )
∼
→
⊕
i
J ikP/J i+1kP
σi − 1 7→ xi 7→ σi − 1
ou` σi − 1 est l’image de σi − 1 ∈ JkP dans
⊕
i J
ikP/J i+1kP .
Soit E un p′-sous-groupe d’automorphismes de P , Eˆ une extension centrale de E par k×
et A = k∗P ⋊ Eˆ l’alge`bre de groupe de P ⋊ E tordue par l’extension centrale. Alors, A est
isomorphe a`
⊕
i J
iA/J i+1A.
Un tel isomorphisme fournit une graduation sur A. On a A0 = k∗Eˆ.
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. Reprenons la construction plus explicitement.
Soit P un p-groupe abe´lien homocyclique d’exposant pr.
Choisissons un sous-espace V de J(kP ) tel que J(kP ) = V ⊕J(kP )2. Alors, kP est engendre´e,
comme k-alge`bre, par 1 et V . Le noyau du morphisme canonique S(V )→ kP est V p
r
. On de´finit
donc une graduation de kP en prenant k · 1 en degre´ 0 et V en degre´ 1.
. Soit E un p′-groupe agissant sur P . On a une suite exacte scinde´e de kE-modules
0→ J(kP )2 → J(kP )→ J(kP )/J(kP )2 → 0.
Soit V un sous-kE-module de J(kP ) tel que J(kP ) = V ⊕ J(kP )2. Alors, on munit kP de la
graduation ou` V est en degre´ 1 et k · 1 en degre´ 0 : c’est une graduation E-invariante.
Donnons-nous en outre une k×-extension centrale Eˆ de E. Conside´rons maintenant A =
k∗(P ⋊ Eˆ). Alors, on munit A de la graduation telle que k∗Eˆ est en degre´ 0 et V en degre´ 1.
. Prenons maintenant P un p-groupe abe´lien quelconque et E un p′-groupe agissant sur P .
Puisque les ZpE-modules inde´composables de torsion sont homocycliques, il existe une de´composition
E-stable P =
∏
i Pi, ou` Pi est homocyclique d’exposant p
i.
Pour chaque i, on fixe Vi un sous-kE-module de J(kPi) tel que J(kPi) = Vi ⊕ J(kPi)
2. Soit
V = ⊕iVi. On munit alors kP de la graduation ou` V est en degre´ 1. Comme plus haut, e´tant
donne´e une k×-extension centrale Eˆ de E, on munit k∗(P ⋊ Eˆ) de la graduation telle que k∗Eˆ
est en degre´ 0 et V en degre´ 1.
6.2.2. Application. Soit G un groupe fini, k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p,
A un bloc de kG de de´faut D. Soit B le bloc correspondant de NG(D). D’apre`s [Ku¨], l’alge`bre
B est Morita-e´quivalente a` une alge`bre de groupe tordue k∗D⋊ Eˆ, ou` E = NG(D, bD)/CG(D),
Eˆ est une extension centrale de E par k× et (D, bD) est une A-sous-paire maximale.
The´ore`me 6.10. Si D est cyclique, abe´lien e´le´mentaire de rang 2 ou si D est abe´lien d’ordre
8, alors il existe une graduation sur A et une e´quivalence stable gradue´e entre A et B.
De´monstration. D’apre`s [Rou1, Theorem 6.3 et Theorem 6.10] et [Rou5] (blocs non principaux),
il existe une e´quivalence stable de type de Morita entre A et B. Le the´ore`me re´sulte alors du
the´ore`me 6.1. 
Le cas des blocs a` de´faut cyclique a e´te´ e´tudie´ en de´tail par D. Bogdanic [Bog].
La conjecture de Broue´ [Bro] sur les blocs a` de´faut abe´lien pre´dit que les conclusions du
the´ore`me 6.10 sont vraies si D est abe´lien (la conjecture pre´dit plus pre´cise´ment que les blocs
seront de´rive´-e´quivalents). Si cette conjecture est vraie, alors tous les blocs a` de´faut abe´lien ont
une graduation non triviale.
Remarque 6.11. Puisque la conjecture de Broue´ est prouve´e pour les groupes syme´triques
[ChRou], on obtient des graduations sur les blocs a` de´faut abe´lien des groupes syme´triques. En
transfe´rant la graduation canonique sur les “bons blocs”, on obtient des graduations dont il est
naturel de conjecturer que les matrices de Cartan gradue´es associe´es sont de´crites par des po-
lynoˆmes de Kazhdan-Lusztig paraboliques. Le transfert des graduations provient d’ope´rateurs
du type “tresses e´le´mentaires”. En fait, [Rou4] montre que ces graduations sont compatibles aux
foncteurs induction et restriction approprie´s. La somme des cate´gories de repre´sentations de
groupes syme´triques sur k fournit une 2-repre´sentation “simple” de sˆlp qui se retrouve automati-
quement munie de graduations. Celles-ci se de´crivent de manie`re explicite via un isomorphisme
avec des alge`bres cyclotomiques de Hecke de carquois [BruKl, Rou4].
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Question 6.12. On suppose D abe´lien. Existe-t’il une graduation en degre´s positifs sur A,
compatible avec une e´quivalence de´rive´e avec B, muni de sa graduation canonique ? Peut-
on trouver une telle graduation telle que REnd•A(A/A>0, A/A>0) est une alge`bre diffe´rentielle
gradue´e formelle ?
L’existence de graduations positives est connue si D est cyclique [Bog]. Elle est vraie aussi
si D ≃ (Z/2)2.
Question 6.13. Soit P un p-groupe abe´lien, E un sous-groupe d’ordre premier a` p du groupe
d’automorphismes de P et conside´rons une extension centrale Eˆ de E par k×. Est-ce que k∗P⋊E
satisfait les rele`vements d’e´quivalences stables ?
Une re´ponse affirmative a` une forme plus pre´cise de la question 6.13 a pour conse´quence une
re´ponse affirmative a` la conjecture de Broue´ [Rou1, Rou5].
6.3. Extensions triviales d’alge`bres.
6.3.1. Soit B une k-alge`bre de dimension finie. On de´finit l’alge`bre T (B) = B ⊕ B∗ avec le
produit
(a, f) · (b, g) = (ab, ag + fb)
ou` on a utilise´ la structure de (B,B)-bimodule de B∗.
L’alge`bre T (B) est gradue´e, avec B en degre´ 0 et B∗ en degre´ 1. On a une forme line´aire
canonique sur T (B) :
t : T (B)→ k〈−1〉, (a, f) 7→ f(1)
qui induit une structure d’alge`bre syme´trique sur T (B).
Une alge`bre gradue´e extension triviale se reconnaˆıt aise´ment :
Proposition 6.14. Soit A une k-alge`bre syme´trique gradue´e en degre´s 0 et 1 munie d’une
forme syme´trisante t : A→ k〈−1〉. Alors,
φ = (id, tˆ|A1) : A = A0 ⊕A1 → T (A0) = A0 ⊕ A
∗
0
est un isomorphisme d’alge`bres gradue´es.
De´monstration. Soit a ∈ A0 et b ∈ A1. Alors, φ(ba) = (1, tˆ(ba)) = (1, tˆ(b)a) = (1, tˆ(b))(a, 1) =
φ(b)φ(a) et φ(ab) = (1, tˆ(ab)) = (1, atˆ(b)) = φ(a)φ(b). 
6.3.2. Le the´ore`me suivant e´tend la proposition 5.20. Il est duˆ a` Happel [Ha, Theorem 10.10]
lorsque A = T (A0) et A0 est de dimension globale finie.
The´ore`me 6.15. Soit A une k-alge`bre gradue´e auto-injective avec A<0 = 0. Si socA ⊂ A>0,
alors le foncteur compose´
Db(A0-mod)
A/A>0⊗LA0
−
−−−−−−−→ Db(A-modgr)
can
−−→ A-stabgr
est pleinement fide`le.
Si en outre A = A0⊕A1 et A0 est de dimension globale finie, alors le foncteur D
b(A0-mod)→
A-stabgr est une e´quivalence.
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De´monstration. Notons que A n’a pas de module simple projectif, puisque socA ⊂ A>0. Soient
M et N deux A0-modules simples. Soit d > 0. Alors, socΩ
dN est en degre´s > 0. Par conse´quent,
HomA-modgr(M,Ω
dN) = 0.
On a HomDb(A-modgr)(M,N [d])
∼
→ HomA-stabgr(M,Ω
−dN). Cet isomorphisme reste vrai pour
d = 0 car A n’a pas de module simple projectif. On en de´duit que HomDb(A0-mod)(M,N [d])
∼
→
HomA-stabgr(M,Ω
−dN) pour tout d. Puisque les modules simples engendrentDb(A0-mod) comme
cate´gorie triangule´e, la premie`re partie du the´ore`me est e´tablie.
Supposons maintenant A = A0 ⊕ A1 et A0 est de dimension globale finie. Alors, A1 est un
coge´ne´rateur injectif. Soit T la sous-cate´gorie e´paisse de Db(A-modgr) engendre´e par A0 et par
les A〈i〉 pour i ∈ Z. On a A1〈−1〉 ≃ Ω(A0) ∈ T , donc M〈−1〉 ∈ T pour tout M ∈ A0-mod.
Par re´currence, on en de´duit que M〈−i〉 ∈ T pour tout i ≥ 0 et tout M ∈ A0-mod.
On a A1 ∈ T , donc A0〈1〉 ≃ Ω
−1(A1) ∈ T . Par conse´quent,M〈1〉 ∈ T pour toutM ∈ A0-mod
et par re´currence, on de´duit que M〈i〉 ∈ T pour tout i ≥ 0 et tout M ∈ A0-mod.
Finalement, T = Db(A-modgr), donc A-stabgr est engendre´e par A0. Ceci montre que le
foncteur Db(A0-mod)→ A-stabgr est une e´quivalence. 
Rappelons le re´sultat suivant de Rickard [Ri, Theorem 3.1] :
The´ore`me 6.16. Soient A0 et B0 deux k-alge`bres de dimension finie et F : D
b(A0-mod)
∼
→
Db(B0-mod) une e´quivalence de cate´gories triangule´es. Alors il existe une e´quivalence de cate´gories
triangule´es gradue´es G : Db(T (A0)-modgr)
∼
→ Db(T (B0)-modgr) rendant le diagramme suivant
commutatif
Db(A0-mod)
F
∼
//
can

Db(B0-mod)
can

Db(T (A0)-modgr) G
∼ // Db(T (B0)-modgr)
Corollaire 6.17. Soient A0 une k-alge`bre de dimension finie et de dimension globale finie. Soit
B une k-alge`bre syme´trique gradue´e inde´composable telle que B<0 = 0.
Toute e´quivalence triangule´e gradue´e T (A0)-stabgr
∼
→ B-stabgr se rele`ve en une e´quivalence
triangule´e gradue´e Db(T (A0)-modgr)
∼
→ Db(B-modgr).
De´monstration. Le lemme 6.4 montre que Bi = 0 pour i > 1 et que B admet une forme
syme´trisante tB : N → k〈−1〉. La proposition 6.14 fournit alors un isomorphisme d’alge`bres
gradue´es B
∼
→ T (B0). Les the´ore`mes 6.15 et 6.16 fournissent la conclusion. 
Rappelons qu’une cate´gorie abe´lienne C est he´re´ditaire si ExtiC = 0 pour i ≥ 2. Si C est
une cate´gorie k-line´aire dont les Hom sont de dimension finie, on appelle foncteur de Serre un
foncteur S : C → C muni d’isomorphismes bifonctoriels
Hom(M,N)∗
∼
→ Hom(N, S(M))
pour M,N ∈ C.
Le re´sultat suivant est proche de re´sultats duˆs a` Asashiba [As1, As2] (Asashiba suppose que
T (A0) est de type de repre´sentation fini).
The´ore`me 6.18. Soit A0 une k-alge`bre de dimension finie inde´composable. Supposons qu’il
existe une cate´gorie abe´lienne he´re´ditaire C telle que Db(A0-mod) ≃ D
b(C). Alors, T (A0) admet
des rele`vements d’e´quivalences stables.
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De´monstration. Soit B une k-alge`bre syme´trique inde´composable munie d’une e´quivalence
stable de type de Morita avec T (A0). D’apre`s le the´ore`me 4.15, il existe une graduation sur
B compatible avec l’e´quivalence. En composant avec l’e´quivalence du the´ore`me 6.15 et celle
fournie par l’hypothe`se, on obtient une e´quivalence
F : B-stabgr
∼
→ Db(C).
Soient Sn = S0, S1, . . . , Sn−1 des B-modules simples de degre´ 0 et soient d0, . . . , dn−1 ∈ Z tels
que Ext1(Si, Si+1〈−di〉) 6= 0. Puisque F (Si) est un objet inde´composable de D
b(C) et que C est
he´re´ditaire, il existe un entier ni tel que F (Si) ≃Mi[ni], ou` Mi = H
−ni(F (Si)) ∈ C.
Le foncteur de Serre de B-stabgr est Ω〈1〉. On a donc
Ext1(Si, Si+1〈−di〉) ≃ HomB-stabgr(Si,Ω
di−1S−di(Si+1))
≃ HomDb(C)(Mi, S
−di(Mi+1)[ni+1 − ni + 1− di]).
Le lemme 6.19 ci-dessous montre que l’homologie de S−di(Mi+1) s’annule en degre´s > di.
Puisque l’espace des Hom ci-dessus est non nul, on en de´duit que ni − ni+1 + 2di ≥ 0. Par
conse´quent,
∑n−1
i=0 di ≥ 0. La proposition 5.14 montre alors que la graduation sur B peut eˆtre
choisie en degre´s ≥ 0. Le corollaire 6.17 fournit la conclusion. 
Lemme 6.19. Soit C une cate´gorie abe´lienne he´re´ditaire et S un foncteur de Serre pour Db(C).
Soit M ∈ Db(C), r ∈ Z et d ∈ Z≥0. Si H
i(M) = 0 pour i > r, alors H i(S−d(M)) = 0 pour
i > r + d.
De´monstration. Soit n maximum tel que N = Hn(S−1M) 6= 0. On a Hom(S−1M,N [−n]) ≃
Hom(N,M [n])∗ 6= 0. Par conse´quent, r − n ≥ −1. On en de´duit le lemme par re´currence sur
d. 
6.4. Alge`bres exte´rieures.
6.4.1. Soit k un corps alge´briquement clos et V un espace vectoriel de dimension finie sur k.
Soit G un groupe fini d’ordre inversible dans k et ρ : G→ GL(V ) une repre´sentation.
Soit A = Λ(V )⋊G le produit croise´ : A = Λ(V )⊗ kG comme espace vectoriel, Λ(V )⊗ k et
k ⊗ kG sont des sous-alge`bre et gvg−1 = g(v) pour g ∈ G et v ∈ V . L’alge`bre A est gradue´e :
kG est en degre´ 0 et V en degre´ 1.
Fixons un isomorphisme d’espaces vectoriels ΛnV
∼
→ k, ou` n = dimV . Soit ν ∈ GL(V ) la
multiplication par (−1)n+1. On note encore ν l’automorphisme d’alge`bre induit de Λ(V ). On
e´tend enfin ν a` un automorphisme d’alge`bre de A par ν(g) = det(g)g.
On de´finit la forme line´aire t : A→ k〈−n〉 par t(x⊗ g) = δ1gt(x) pour g ∈ G et x ∈ Λ
nV et
par t(a) = 0 si a ∈ A<n. On a t(ab) = t(bν(a)) pour a, b ∈ A.
On a un accouplement parfait
A× A→ k〈−n〉, (a, b) 7→ t(ab)
et
tˆ : Aν〈n〉 → A
∗, b 7→ (a 7→ t(ab))
est un isomorphisme de Aen-modules gradue´s. En particulier, A est une alge`bre de Frobenius.
Proposition 6.20. L’alge`bre A est syme´trique si et seulement si ρ(G) ≤ SL(V ) et (−1)dimV+1 ∈
ρ(G).
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De´monstration. L’alge`bre A est syme´trique si et seulement si ν est inte´rieur.
Supposons ρ(G) ≤ SL(V ) et soit g ∈ G tel que ρ(g) = (−1)n+1 ∈ G. Alors, ν = ad(g).
Supposons ν inte´rieur. L’action de ν sur A0 est inte´rieure, donc ρ(G) ≤ SL(V ). Supposons n
pair. Soit a ∈ A× tel que ad(a) = ν. L’action de ad(a) sur V
∼
→ A≤1/A0 ne de´pend que de l’image
a¯ de a dans (kG)×
∼
→ A×/(1 + JA). On a ρ(a¯) = (−1)n+1. De´composons a¯ =
∑
g∈G αgg avec
αg ∈ k. Soit v ∈ V . On a ad(a)(v) = −v, donc av = −va, i.e.,
∑
g αgg(v)⊗ g = −
∑
g αgv ⊗ g
et finalement g(v) = −v si αg 6=0. Soit g ∈ G tel que αg 6= 0. Alors, ρ(g) = −1. 
Question 6.21. Supposons ρ(G) ≤ SL(V ) et (−1)dimV+1 ∈ ρ(G). Est-ce que Λ(V )⋊G satisfait
les rele`vements d’e´quivalences stables ?
La question pre´ce´dente est importante pour la the´orie des repre´sentations modulaires des
groupes finis. Supposons k de caracte´ristique 2. Soit P un 2-groupe abe´lien e´le´mentaire et
G un groupe d’automorphismes d’ordre impair de P . La construction du §6.2.1 fournit un
isomorphisme de k-alge`bres kP ⋊G ≃ Λ(V )⋊G, ou` V = P ⊗F2 k. Par conse´quent, une re´ponse
affirmative a` la question 6.21 pour (V,G) implique une re´ponse affirmative a` la question 6.13
pour (P,G).
6.4.2. Dimension 2. Supposons maintenant ρ injective, ρ(G) ≤ SL(V ), G n’est pas un groupe
cyclique d’ordre impair et la caracte´ristique de k n’est pas 2. Il existe alors σ ∈ G tel que
ρ(σ) = −1.
Soit I l’ensemble des classes d’isomorphisme de repre´sentations irre´ductibles de G sur k. Soit
I0 le sous-ensemble de I des repre´sentations triviales sur σ. Soit ∆ le carquois de sommets I
avec dimHom(χ, ψ ⊗ ρ) fle`ches de ψ vers χ, lorsque ψ ∈ I − I0 et χ ∈ I.
Lemme 6.22. On a un isomorphisme d’alge`bres Λ(V )⋊G ≃ T (C), ou` C est Morita-e´quivalente
a` l’alge`bre de carquois de ∆.
De´monstration. Soit eχ l’idempotent primitif de Z(kG) associe´ a` χ ∈ I. On de´finit A
′ =
EndA(
⊕
χ∈I0
Aeχ ⊕
⊕
χ∈I−I0
Aeχ〈1〉). On a A
′ = A comme alge`bres non gradue´es, mais A′ a
une graduation diffe´rente. On a une e´quivalence de cate´gories abe´liennes gradue´es A′-modgr
∼
→
A-modgr (§5.3). On a A′ = A′0 ⊕A
′
2. On conside`re pour finir la graduation sur B = A obtenue
en divisant les degre´s par 2 : B0 = A
′
0 et B1 = A
′
2 et B a une forme syme´trisante B → k〈−1〉.
L’alge`bre B0 est Morita-e´quivalente a` l’alge`bre du carquois ∆. D’apre`s la proposition 6.14, on
a B ≃ T (B0). 
The´ore`me 6.23. Si dimV = 2, k n’est pas de caracte´ristique 2, ρ est injective et G ≤
SL(V ) n’est pas un groupe cyclique d’ordre impair, alors Λ(V ) ⋊ G satisfait les rele`vements
d’e´quivalences stables.
De´monstration. Le the´ore`me re´sulte du lemme 6.22 ci-dessous et du the´ore`me 6.18. 
Remarque 6.24. Une alge`bre de Brauer associe´e a` une ligne avec multiplicite´ 1 est isomorphe
a` une extension triviale de l’alge`bre d’un carquois de type A ou` aucun sommet n’est la source
(resp. le but) de deux fle`ches distinctes [Bog, Proposition 8.1]. Le the´ore`me 6.18 montre alors
qu’une telle alge`bre de Brauer (et donc toute alge`bre de Brauer a` multiplicite´ triviale) satisfait
la proprie´te´ de rele`vement. C’est un re´sultat classique et l’approche d’Asashiba [As1] de ce
re´sultat est proche de celle que nous avons adopte´e.
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